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第 1章 群

1.1 群的定义

1.1.1 半群、幺半群与群

定义 1.1 (半群 (semigroup))

♣

称带有二元运算 ·的集合 G为半群，若其满足：
1. 封闭性（或 ·为 G上的二元运算）：对任意 a, b ∈ G有 ab ∈ G.
2. 结合律：对任意 a, b, c ∈ G有 (ab)c = a(bc).

若 G为有限集，则称 |G|为 G的阶.

定义 1.2 (幺半群 (monoid))

♣

称带有二元运算 ·的集合 G为幺半群，若其满足：
1. 封闭性（或 ·为 G上的二元运算）：对任意 a, b ∈ G有 ab ∈ G.
2. 结合律：对任意 a, b, c ∈ G有 (ab)c = a(bc).
3. 单位元（幺元）：存在 e ∈ G，对任意 a ∈ G都有 ae = ea = a.

若 G为有限集，则称 |G|为 G的阶.

注实际上，幺半群就是“带有幺元的半群”.

定义 1.3 (群 (group))

♣

称带有二元运算 ·的集合 G为群，若其满足：
1. 封闭性（或 ·为 G上的二元运算）：对任意 a, b ∈ G有 ab ∈ G.
2. 结合律：对任意 a, b, c ∈ G有 (ab)c = a(bc).
3. 单位元（幺元）：存在 e ∈ G，对任意 a ∈ G都有 ae = ea = a.
4. 逆元：对任意 a ∈ G，存在 a−1 ∈ G使得 aa−1 = a−1a = e.

若 G为有限集，则称 |G|为 G的阶.

注实际上，群就是对于逆运算封闭的幺半群，或者说带有幺元与逆元的半群.
直积可以通过已有群构造出新群.

命题 1.1 (群的直积)

♠

设 (G, ·1), (H, ·2)为群，则集合 G×H = {(g, h) : g ∈ G,h ∈ H}在运算 ·3：

(g1, h1) ·3 (g2, h2) = (g1 ·1 g2, h1 ·2 h2) (1.1)

下为群.

1.1.2 同态与子群

定义 1.4 (群同态)
设 G,H 为群，若映射 f : G→ H 满足对任意 a, b ∈ G都有

f(ab) = f(a)f(b), (1.2)

则称 f 为 G到H 的一个群同态.在此基础上若 f 为单射，则称 f 为单同态；若 f 为满射，则称 f 为满同



1.1 群的定义

♣态.

注将其中群改为半群，则可以得到半群同态的定义.
容易验证，若 G,H,K 为群，f : H → K, g : G→ H 为群同态，则 fg : G→ K 也为群同态.

定义 1.5 (群同构)

♣

设 G,H 为群，若映射 f : G → H 为同态，且 f 为双射，则称 f 为 G,H 之间的群同构，此时称 G,H 同
构，记为 G ∼= H .

定义 1.6 (核、像与原像)

♣

设 f : G→ H 为群同态，则定义 f 的核与像分别为

Ker f = {g ∈ G : f(g) = e ∈ H} ⊂ G, (1.3)

Im f = {f(g) : g ∈ G} ⊂ H. (1.4)

对于子集 B ⊂ H，可以定义 B 在 f 下的原像为

f−1(B) = {g ∈ G : f(g) ∈ B}. (1.5)

命题 1.2

♠

设 f : G→ H 为群同态，则
1. f 为单同态当且仅当 Ker f = e.
2. f 为满同态当且仅当 Im f = H .
3. f 为群同构当且仅当存在映射 f−1 : H → G，使得 ff−1 = IdH , f

−1f = IdG.

定义 1.7 (子群)

♣
设 (G, ·)为群，若非空集合K ⊂ G，并且 (K, ·)为群，则称K 为 G的子群，记为K ⩽ G.

命题 1.3

♠
设 (G, ·)为群，K 为 G的非空子集，则K ⩽ G当且仅当对任意 a, b ∈ K，ab−1 ∈ K.

引理 1.1

♥
设 G为群，{Hi : i ∈ I}为 G的子群，则 ∩i∈IHi 也为 G的子群.

定义 1.8 (生成群)

♣

设 G为群，X ⊂ G，则定义由 X 生成的群为

〈X〉 =
⋂

X⊂Hi⩽G

Hi. (1.6)

注根据定义立得，〈X〉是任何包含 X 的 G的子群的子群，也就是包含 X 的“最小”的群.

循环群

根据生成的概念，可以得到一类结构非常简单的群：循环群，它是由一个元素生成的群.
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1.2 陪集与正规子群

定义 1.9 (循环群)

♣

设 S 为非空集合，a ∈ G，·为其上的二元运算，则定义

〈a〉 = 〈{a}〉 = {an : n = 0, 1, · · · } (1.7)

为由 a生成的循环群.若 |〈a〉| = n <∞，则称之为 n阶循环群 Cn.

一类最经典的循环群的例子就是 Zm，而借助这一类群可以通过同构给出所有循环群的刻画.

定理 1.1

♥
任何无限循环群同构与 (Z,+)，任何有限（n阶）循环群同构于 Zm.

定义 1.10 (元素的阶)

♣

设 G为群，则定义 a ∈ G的阶为

ord a = |a| = min{k : ak = e}, (1.8)

也就是由 a生成的循环群的阶，若任意 ak 两两不同，则称 a的阶为 0.

命题 1.4

♠

设循环群 Cn = 〈a〉，则

|ak| = n

gcd(n, k)
. (1.9)

1.2 陪集与正规子群

1.2.1 陪集与计数

定义 1.11 (左/右同余)

♣

设群 H ⩽ G，a, b ∈ G，那么
1. 称 a与 b模 H 的右同余，若 ab−1 ∈ H，记为 a ≡r b(modH).
2. 称 a与 b模 H 的左同余，若 a−1b ∈ H，记为 a ≡l b(modH).

容易验证，左同余与右同余均为等价关系，若 G为 Abel群，则左同余与右同余等价.

定义 1.12 (陪集)

♣

设 G为群，H ⩽ G，则对任意 a ∈ G，可以定义 H 的左、右陪集为

aH = {ah : h ∈ H}, Ha = {ha : h ∈ H}. (1.10)

借助陪集，可以更好地描述左右同余的概念：

a ≡r b(modH) ⇐⇒ a ∈ Hb (1.11)

a ≡l b(modH) ⇐⇒ a ∈ bH (1.12)

由于左右同余为等价关系，因此陪集恰好可以看作等价类，这种等价类给出了群 G的一个划分，有如下命
题：
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1.2 陪集与正规子群

命题 1.5

♠

设群 H ⩽ G，则
1. 对任意 a, b ∈ G，aH = bH 当且仅当 a ≡l b(modH)，Ha = Hb当且仅当 a ≡r b(modH).
2. 对任意 a, b ∈ G，aH = bH, aH ∩ bH = ∅有且仅有一者成立.

定义 1.13 (指数)

♣
设群 H ⩽ G，则定义子群 H 关于 G的指数为 G中 H 的陪集的个数，记为 [H : G].

由上述命题可知，G中元素可以由子群 H 的左陪集或右陪集划分，即

G =
⊔
a∈G

aH (1.13)

若考虑两边的数量，可知 |H|
∣∣|G|，更精确地，可以得到如下定理.

定理 1.2 (Lagrange)

♥

设群 H ⩽ G（均为有限群），则

|G| = |H| · [G : H]. (1.14)

推论 1.1

♥

设群K ⩽ H ⩽ G，则

[G : K] = [G : H][H : K]. (1.15)

推论 1.2

♥
设群 H,K ⩽ G，则 |HK| = |H| · |K|/|H ∩K|.

证明 由于H ∩K ⊂ K，根据 Lagrange定理可得 [K : H ∩K] = |K|/|H ∩K|，并且H(H ∩K) = H，由此对任
意 k ∈ K 都有 Hk = H(H ∩K)k.对K 陪集分解可得

K =
⊔
k∈K

(H ∩K)k, (1.16)

这里共有 [K : H ∩K]个陪集，进一步有

HK = H
⊔
k∈K

(H ∩K)k =
⊔
k∈K

H(H ∩K)k =
⊔
k∈K

Hk (1.17)

根据无交并计数可得

|HK| = |H|[K : H ∩K] =
|H||K|
|H ∩K|

. (1.18)

推论 1.3

♥
设群 H,K ⩽ G，则 [G : H ∩K] = [G : H][G : K].

1.2.2 正规子群与商群

在陪集的基础上，可以进一步讨论一种特殊的子群：正规子群.Abel群的左陪集等于右陪集，但一般的群中
也会有左陪集等于右陪集的情况，这就是正规子群.

定义 1.14 (正规子群)

♣设群 H ⩽ G，称 H 为 G的正规子群，若对任意 a ∈ G有 aH = Ha，记为 H / G.
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1.2 陪集与正规子群

需要注意的是，上面的 aH = Ha并不代表对任意 h ∈ H 都有 ah = ha，这只是集合整体的相等.进一步可
以给出正规子群的多种刻画.

命题 1.6

♠

设群 H ⩽ G，则下述命题等价：
1. H / G.
2. 对任意 h ∈ H，存在 h′ ∈ H 使得 ah = h′a.
3. 对任意 a ∈ G，aHa−1 := {aha−1 : h ∈ H} ⊂ H .
4. 对任意 a ∈ G，aHa−1 := {aha−1 : h ∈ H} = H .

定理 1.3

♥

设K ⩽ G,N / G，则
1. N ∩K /K.
2. N / 〈N ∪K〉.
3. NK = 〈N ∪K〉 = KN .
4. 若K / G，K ∩N = {e}，则对任意 k ∈ K,n ∈ N 都有 nk = kn.

证明
1. 继承 N 的性质.
2. 显然（因为 N ⩽ 〈N ∪K〉）.
3. N 的正规性保证了NK 为群，并且显然有N ∪K ⊂ NK.假设有群 A ⩽ G,A ⊃ N ∪K，则必有NK ⩽ A，
故得证.

4. 对任意 n ∈ N, k ∈ K，考虑 nkn−1k−1 有

nkn−1k−1 = (nkn−1)k−1 ∈ K, nkn−1k−1 = n(kn−1k−1) ∈ N, (1.19)

故 nkn−1k−1 = e，即 nk = kn.
借助正规子群，可以讨论一类非常重要的群结构：商群.

定义 1.15 (商群)

♣

设群 H / G，则定义集合及其上的运算为

G/H = {aH : a ∈ G}, (aH) · (bH) = (ab)H (1.20)

则 (G/H, ·)为群，称为 G商 H 的群.

定义商运算时最重要的一步就是验证其良定性，即不同代表元得到相同等价类.而商群之所以只能取正规子
群，正是因为正规子群保证了

(aH)(bH) = a(Hb)H = a(bH)H = (ab)H, (1.21)

也就是商运算的无矛盾性.
每个正规子群都能自然诱导出一个商群，而每个商群都能诱导出一个同态，称为典范映射

定理 1.4 (典范映射)

♥
设群 H / G，定义映射 π : G→ G/H，π(a) = aH，则称 π为典范映射.

典范映射实际上是将 G中一坨元素粘到一起的过程，这一坨元素构成了一个等价类，所有的等价类就构成
了商群.
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1.3 群的经典例子

1.2.3 同构基本定理

命题 1.7

♠设 f : G→ H 为群同态，则 Ker f / G.

定理 1.5 (第一同构定理)

♥
设 f : G→ H 为群同态，则 G/Ker f ∼= H .

定理 1.6 (第二同构定理)

♥
设K ⩽ G,N / G，则K/(N ∩K) ∼= NK/N .

证明 构造满同态 f : K → NK/N，f(k) = kN，则 Ker f = N ∩K.

定理 1.7 (第三同构定理)

♥
设 H,K / G，K < H，则 (G/K)/(H/K) ∼= G/H .

证明 构造满同态 f : G/K → G/N，f(gK) = gH，则 Ker f = H/K.

1.3 群的经典例子

1.3.1 置换群

有限集合上的双射可以看作其中元素的一个重新排列（如果确定某种初始顺序），因此置换可由有限集合上
的双射自然诱导.

定义 1.16 (置换)

♣

设 Σ = {1, · · · , n}，称其上的一个双射 τ 为一个置换，可记为

τ =

(
1, 2, · · · , n

τ(1), τ(2), · · · , τ(n)

)
. (1.22)

特别的，对于 1 ⩽ i1, · · · , ir ⩽ n(r ⩽ n, ir 6= is)，可记置换 σ = (i1, · · · , ir)，使得 σ(ik) = σ(ik+1), σ(ir) =

i1，称为轮换.置换的表示不是唯一的，如果将 1, · · · , n的顺序打乱，则对应的像也会有不同的顺序，例如轮换
σ = (i1, i2, · · · , ir) = (i2, · · · , ir, i1).
固定 n，所有置换之间可以复合，此时所有置换构成置换群.

定义 1.17 (置换群)

♣
集合

∑
= {1, · · · , n}中的所有置换在映射的复合下构成一个群，称为 n阶置换群 Sn，易得 |Sn| = n!.

定理 1.8

♥

任何非单位 σ ∈ Sn都可以分解为一系列不相交轮换的乘积（每个轮换长度至少为 2），并且这种分解在不
考虑次序前提下唯一.

证明 设 σ ∈ Sn，σ 6= (1)，则如下定义等价关系：对任意 1 ⩽ i 6= j ⩽ n，称 i ∼ j若存在 k ∈ N使得 σk(i) = (j).
容易验证这是一个等价关系，它们构成 {1 ⩽ k ⩽ n : σ(k) 6= k}的一个划分，取每个等价类中的一个元素

x1, · · · , xp，则

σ = (x1, · · · , σk1−1(x1)) · · · (xp, · · · , σkp−1(xp)) (1.23)

得证，反过来唯一性易得.
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1.3 群的经典例子

上面的分解还有一种良好的性质，若 σ = σ1 · · ·σp 为如上分解，则 σi 都是可交换的，即对任意 τ ∈ Sp

σ = στ(1) · · ·στ(p). (1.24)

引理 1.2

♥任何非单位 σ ∈ Sn 都可以分解为一系列对换的乘积，且这种对换的奇偶性是唯一的.

证明 分解是易得的，只需证明奇偶的唯一性.定义式∏
1⩽i<j⩽n

(σ(j)− σ(i)) (1.25)

的符号为置换 σ的符号，则只需证明，每次复合一个对换后，置换都会变号.

定义 1.18 (奇/偶置换)

♣设 σ ∈ Sn，若 σ能分解为奇数/偶数个对换的乘积，则称 σ为奇置换/偶置换.

定理 1.9

♥

设 n ⩾ 2，An 为 Sn 中所有偶置换的全体，则 An / Sn，并且 [Sn : An] = 2，或者说 |An| = n!/2，An 称
为交错群.

类比整数中的素数，群中也有结构相似的对象，称为单群.

定义 1.19 (单群)

♣
群 G称为单群，若其只有平凡正规子群（{e}和 G）.

命题 1.8

♠剩余类群 Zn 为单群当且仅当 n为素数.

下面证明一个略显复杂的命题：绝大多数 An 都是单群，首先证明一些引理.

引理 1.3

♥

设 τ = (a1a2 · · · am), σ ∈ Sn，则

στσ−1 = (σ(a1)σ(a2) · · ·σ(am)). (1.26)

注该引理给出了置换群中共轭元的关系，非常直观.

引理 1.4

♥
固定 r 6= s ∈ {1, 2, · · · , n}，则 An(n ⩾ 3)由三循环 {(rsk) : 1 ⩽ k ⩽ n, k 6= r, s}生成.

证明 不妨设 n > 3，根据定义可知An中任何元素都能表示为（偶数个）对换的乘积，有形式 (ab)(cd)或 (ab)(ac)，
而 (ab)(cd) = (acb)(acd)，(ab)(ac) = (acb)，因此 An 中任何元素都能表示为三循环的乘积，这些三循环有形式
(rsa), (ras), (rab), (sab), (abc)，其中 a, b, c 6= r, s，并且

(ras) = (rsa)2, (rab) = (rsb)(rsa)2, (1.27)

(sab) = (rsb)2(rsa), (abc) = (rsa)2(rsc)(rsb)2(rsa), (1.28)

因此 An 中元素均由置换 (rsk)生成.

引理 1.5

♥
若 N / An(n ⩾ 3)且 N 包含一个三循环，则 N = An.
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1.4 初探范畴

证明 若 (rsc) ∈ N，则对任意 k 6= r, s; c有

(rsk) = [(rs)(ck)](rsc)2[(rs)(ck)]−1 ∈ N (1.29)

因此根据上一条引理有 N = An.

定理 1.10

♥交错群 An 为单群，当且仅当 n 6= 4.

证明 Step 1.证明 A5 为单群，设 {e} 6= N / A5，由于 A5 中的型只有 15, 1231, 1122, 51，因此分如下类讨论.
1. 若 N 包含一个三循环，则有引理可得 N = A5.
2. 若 N 包含一个五循环，不妨设 (12345) ∈ N，则

(124) = (123)(12345)(123)−1(12345)−1 ∈ N, (1.30)

故 N 包含一个三循环，N = A5.
3. 若 N 包含一个 22 型置换，不妨设 (12)(34) ∈ N，则

(243) = (123)[(12)(34)](123)−1[(12)(34)]−1 ∈ N, (1.31)

故 N 包含一个三循环，N = A5.
Step 2.证明 An 为单群可推出 An+1 为单群（n ⩾ 5）.
设H /An+1非平凡，先证明存在 σ ∈ H使得 σ(1) = 1，取 e 6= τ ∈ H，若 τ(1) = i 6= 1，则取 j ∈ {2, · · · , n}

使得 j 6= i, σ(j) 6= j，再取 k, l /∈ {1, i, j, σ(j)}，则

σ = (jkl)σ′−1(jkl)−1σ′ ∈ H (1.32)

满足要求（这里构造ABA−1B−1式的结构是为了保证封闭）.因此H∩An 6= {e}，An为单群说明H∩An =

An，即 H ⩾ An，故 H 中包含三循环，即 H = An+1，得证.

1.3.2 二面体群

置换群 Sn 还有一种重要子群，称为二面体群.

定义 1.20 (二面体群)

♣

设 n ⩾ 3，定义二面体群 Dn 为由满足如下条件的 a, b生成的阶为 2n的群：
1. an = b2 = e，对任意 0 < k < n都有 ak 6= e.
2. ba = a−1b.

下面的定理说明，这种定义是良好的.

定理 1.11

♥任意由满足上述定义中的 a, b生成的阶为 2n的群都同构于 Dn.

证明 由于 Dn = {aibj : 0 ⩽ i < n; j = 0, 1}，设 G由 a1, b1 生成，下证 f : Dn → G，f(aibj) = ai1b
j
1 是一个群

同构.显然 f 为双射，只需证明其为同态，对任意 aibj , aubv ∈ Dn，有

f((aibj)(aubv)) = f(ai−ubj+v) = ai−u
1 bj+v

1 = (ai1b
j
1)(a

u
1b

v
1) = f(aibj)f(aubv) (1.33)

1.4 初探范畴
下面初步介绍一些范畴的概念，范畴是一种重要的数学语言，可以概括不同场景中不同数学对象的相同结

构.我们过去讨论过许多数学对象（如集合、群、环、线性空间等），以及其中的态射（集合间的映射、群/环之
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1.4 初探范畴

间的同态、线性变换），它们具有一些共有的特性：态射都具有结合律，并且每个对象都有一个到自身的单位态
射（恒等映射）.

定义 1.21 (范畴)

♣

设C为一个类，且对其中任意对象 A,B都有一个集合 [A,B] = {A→ B}（或 hom(A,B)），且有如下性
质

1. 态射的合成：对 C中任意对象 A,B,C，有映射

[B,C]× [A,B] −→ [A,C] (1.34)

(g, f) 7−→ g ◦ f = gf (1.35)

2. 结合律：若 f ∈ [A,B], g ∈ [B,C], h ∈ [C,D]，则

(fg)h = f(gh). (1.36)

3. 单位元：对 C中任意对象 B，存在态射 1B ∈ [B,B]，使得对任意 f ∈ [A,B], g ∈ [B,C]有

1B ◦ f = f, g ◦ 1B = g. (1.37)

则称 C为范畴.

定义 1.22 (对象的等价)

♣

设 C为范畴，A,B 为其对象，称 f ∈ [A,B]为等价，若存在 g ∈ [B,A]使得

f ◦ g = 1B , g ◦ f = 1A. (1.38)

定义 1.23 (积)

♣

设 C 为范畴，{Ai : i ∈ I} 是 C 中的一族对象，则定义 {Ai : i ∈ I} 的积为 C 中的一个对象 P，带有
一族态射 {πi ∈ [P,Ai] : i ∈ I}使得对任意对象 B 以及一族态射 {ϕi ∈ [B,Ai] : i ∈ I}，存在唯一态射
ϕ ∈ [B,P ]使得对任意 i ∈ I 都有 πi ◦ ϕ = ϕi.

定义中的 πi 在实际对象中常以投影映射出现.借助交换图，可以较清楚地理解上述定义

图 1.1: 积

积在许多数学对象中都有出现，比如集合的卡氏积，以及下一节会讨论的群的积.

定理 1.12

♥
设 (P, {πi}), (Q, {ψi})为范畴 C中一族对象 {Ai : i ∈ I}的积，则 P,Q等价.

证明 根据积的定义，存在态射 f ∈ [P,Q], g ∈ [Q,P ]使得如下交换图成立
这说明 g ◦ f 满足对任意 i有 πi ◦ (g ◦ f) = πi成立.根据积的定义，这里的 g ◦ f 是唯一的，而 IdP 恰好也满

足这一关系，故 g ◦ f = IdP，同理可得 f ◦ g = IdQ，故 P,Q等价.
下面考虑积的一个对偶定义：余积.
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1.4 初探范畴

图 1.2: 交换图

定义 1.24 (余积)

♣

设 C为范畴，{Ai : i ∈ I}是 C中的一族对象，则定义 {Ai : i ∈ I}的余积为 C中的一个对象 S，带有
一族态射 {τi ∈ [Ai, S] : i ∈ I}使得对任意对象 B 以及一族态射 {ψi ∈ [Ai, B] : i ∈ I}，存在唯一态射
ψ ∈ [S,B]使得对任意 i ∈ I 都有 ψ ◦ τi = ψi.

如果从交换图来看，余积实际上是将积中的箭头全部反向.

定理 1.13

♥
设 (S, {τi}), (S′, {λi})为范畴 C中一族对象 {Ai : i ∈ I}的余积，则 S, S′ 同构.

在许多例子中，范畴的对象是一些集合，而态射对应集合间的映射，在这种考虑下，可以给出具体范畴的定
义.

定义 1.25 (具体范畴)

♣

具体范畴是带有一个函数 σ的范畴C，对任意C中的对象 A赋予一个集合 σ(A)（称为 underlying set）满
足如下性质：

1. 任何态射 A→ B 是 underlying set上的映射 σ(A) → σ(B).
2. 对象 A中的恒等态射是 σ(A)中的恒等映射.
3. 范畴 C中态射的复合与对应 underlying set中映射的复合相同.

具体范畴既具有范畴的性质，也具有集合的性质，大多时候我们省略 σ，采用相同的记号表示对象与其 un-
derlying set，不过要注意在使用时分辨范畴对象的态射与集合间的映射.

定义 1.26 (自由对象)

♣

设 F 为具体范畴C中的对象，X为一个非空集合，i : X → F 为一个映射（集合意义），称 F 在集合X上
自由，若对任意C中的对象 A以及映射 f : X → A（集合意义），存在唯一态射 f̄ ∈ [F,A]使得 f̄ ◦ i = f .

若 F 在集合 X 上自由，则考虑 X 在某映射下的像时，只需要考虑集合 i(X)的像即可.
例 1.1考虑如下事实：设G为群，g ∈ G，则 Z到G的同态可仅由在 1处的取值确定，这种同态有形式 f̄ : Z → G，
f̄(n) = gn.若令X = {1}，i为X到Z的嵌入映射，考虑群范畴，则上面的事实可以表述为：任意映射 f : X → G，
存在唯一的群同态 f : Z → G，使得 f = f̄ ◦ i，即 Z在 X 上自由.

换句话说，这种映射 f 与同态 f̄ 之间存在一一对应，因此任何同态都可以仅由 X 在某个映射 f 下的像确
定.

定理 1.14

♥
设 C为具体范畴，F, F ′ 为其中两个对象，分别在集合 X,X ′ 上自由，且 |X| = |X ′|，则 F, F ′ 等价.

证明
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1.5 直和与直积

上面的积、余积、自由对象都借助某种泛性质 (universal mapping property)定义（根据某种“存在唯一”性
确定某一映射的性质），并且给定（一族）对象的两个积（或余积、自由对象）实际上是等价的.

定义 1.27 (终对象/始对象)

♣

称范畴C中的对象 I 是始对象，若对任意C中的对象 C，[I, C]中存在唯一态射.C中的对象 T 称为终对
象，若对任意 C中的对象 C，[I, C]中存在唯一态射.

定理 1.15

♥范畴 C中任何两个始对象（或终对象）等价.

1.5 直和与直积
本节讨论群范畴中的积与 Abel群范畴的余积，这不仅是一种构造新群的方法，更是一种描述群结构的方法.
一开始的几节中介绍过两个群的直积 G × H，很容易将其推广为任意多群的直积

∏
i∈I Gi，其上的运算也

很容易推广（每一分量对应的运算），这样的群以及其上的运算称为这一族群 {Gi : i ∈ I}的直积.

定理 1.16

♥

设 {Gi}为一族群，则
1. 直积

∏
i∈I Gi 仍然是一个群.

2. 对任意 k ∈ I，映射 πi :
∏

i∈I Gi → Gk，πi({ai : i ∈ I}) = ak 是一个满同态.

注上述定义中的 πk 称为直积的典范映射.
证明 只证明 2，

πi({ai}{bi}) = aibi = πi({ai})πi({bi}) (1.39)

对任意 g ∈ Gi，取 gj = ej ∈ Gj , j 6= j，并记 g = gi 则 πi({gi}) = gi.故为满射.

定理 1.17

♥

设 {Gi : i ∈ I}为一族群，{ϕi : H → Gi : i ∈ I}为一族群同态，则存在唯一的同态 ϕ : H →
∏

i∈I Gi，使
得对任意 i ∈ I 都有 πi ◦ ϕ = ϕi，换句话说，

∏
i∈I Gi 为群范畴中的积.

证明 容易构造 +验证.
特别地，由于 Abel群的直积也是一个 Abel群，因此这也是 Abel群范畴中的一个积.

定义 1.28 ((外)弱直积)

♣

一族群 {Gi : i ∈ I}的外弱直积定义为
∏w

i∈I Gi = {g ∈
∏

i∈I Gi}，且除了有限项外，均有 gi = ei ∈ Gi.
若每个 Gi 均为 Abel群，则

∏w
i∈I Gi 也被称为外直和，表示为

∑
i∈I Gi.

注特别地，当 I 为有限集时，弱直积与直积相同.

定理 1.18

♥

设 {Gi : i ∈ I}为一族群，则
1.
∏w

i∈I Gi /
∏

i∈I Gi.
2. 对任意 k ∈ I，定义映射 τk : Gk →

∏w
i∈I Gi，使得 τk(a) = {ai}，其中 ai = a, aj = ej , j 6= i，则 τi

为单同态.
3. 对任意 i ∈ I，τi(Gi) /

∏
i∈I Gi.

注上述定义中的 τi 称为典范单射.
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1.5 直和与直积

证明
1. 设 {gi} ∈

∏
i∈I，则对任意 {hi}w ∈

∏w
i∈I Gi，当 hi = ei时，gihig−1

i = ei，因此共轭运算的结果仍然只有
有限项不为单位元，因此

{g−1
i }

w∏
i∈I

Gi{gi} =

2∏
i∈I

Gi. (1.40)

2. 这里的 τ 可以看作嵌入映射，这种嵌入是唯一的，因此 τ 为单射，同态是容易验证的.
3. 与 1类似，共轭运算后，τi(Gi)的指标 j 6= i仍然为 ej，因此仍然为 τi(Gi).

定理 1.19

♥

设 {Ai : i ∈ I}为一族 Abel群，若 B 为 Abel群且 {ψi : Ai → B : i ∈ I}为一族同态，则存在唯一的同态
ψ :
∑

i∈I Ai → B 使得 ψ ◦ τi = ψi，换句话说，
∑

i∈I Ai 为 Abel群范畴的余积.

证明 定义 ψ({ai}) =
∑

i∈I ψi(ai)，根据外直和的定义可知求和只有有限项（因为仅有限个 ai 6= 0i，ψi(ai) 6= 0），
由此可知

ψ ◦ τi(a) = ψi(a), ψ({ai}+ {bi}) =
∑
i∈I

ψi(ai + bi) =
∑
i∈I

ψi(ai) +
∑
i∈I

ψi(bi) = ψ({ai}) + ψ({bi}) (1.41)

为了证明唯一性，假设还存在 φ满足条件，则

φ({ai}) = φ

(∑
i∈I

τi(ai)

)
=
∑
i∈I

ψi(ai) = ψ({ai}) (1.42)

得证.
下面的定理给出了一个群 G与正规子群的弱直积同构的条件.

定理 1.20

♥

设 {Ni : i ∈ I}为一族 G的正规子群，若满足
1. G = 〈

⋃
i∈I Ni〉.

2. 对任意 k ∈ I，Nk ∪ 〈
⋃

i ̸=kNi〉 = 〈e〉.
则 G ∼=

∏w
i∈I Ni.

证明 根据定理1.3中正规子群的交换性，任意 {ni} ∈
∏w

i∈I Ni 可以唯一定义一个元素
∏

i∈I ni = φ({ni}) ∈ G，
根据外直积的定义可知乘积仅有限项，只需证明 φ为一个群同构，而其显然为同态（正规子群的交换性），只需
证明其单且满.

设
∏

i∈I ni = e = niñi，其中 {ni} ∈
∏w

i∈I Ni，则由条件 2，可知 ni = ñi = e，因此单射得证.
根据条件 1，可知任意 g ∈ G可表示为 g =

∏
i∈I ni，其中 ni ∈ Ni，其仅有限个 n 6= e，φ单使得这种表示

唯一，综上得证.

推论 1.4

♥

设 N1, · · · , Nr / G 使得 G = N1 · · ·Nr，并且对任意 1 ⩽ k ⩽ r 都有 Nk ∩ (N1 · · · N̂k · · ·Nr) = 〈e〉，则
G ∼=

∏r
i=1Ni.

定义 1.29 (内弱直积)

♣

设 {Ni : i ∈ I}为 G的一族正规子群，并且 G = 〈
⋃

i∈I Ni〉，对任意 k ∈ I 有Nk ∩ 〈
⋃

i ̸=kNi〉 = 〈e〉，则 G

称为这一族群的内弱直积，记为 G =
∏w

i∈I Ni.若 G为 Abel群，则也称为内直和.
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定理 1.21

♥

设 {Ni : i ∈ I}为 G的一族正规子群，则 G为这一族群的内弱直积当且仅当任何 g 6= e, g ∈ G都能唯一
表示为

∏
i∈I ni，且其中仅有限项不为 e.

定理 1.22

♥

设 {fi : Gi → Hi : i ∈ I}为一族群同态，且 f =
∏
fi 表示映射

∏
i∈I Gi →

∏
i∈I Hi, {gi} 7→ {fi(gi)}，则

f 为群同态，且

Ker f =
∏
i∈I

Ker fi, Im f =
∏
i∈I

Im fi (1.43)

并且 f 为单同态当且仅当每个 fi 为单同态.

推论 1.5

♥

设 {Gi : i ∈ I}, {Hi : i ∈ I}为一族群，且每个 Ni / Gi，则
1.
∏

i∈I Ni /
∏

i∈I Gi，并且
∏

i∈I Gi

/∏
i∈I Ni

∼=
∏

i∈I Gi/Ni.
2.
∏w

i∈I Ni /
∏w

i∈I Gi，并且
∏w

i∈I Gi

/∏w
i∈I Ni

∼=
∏W

i∈I Gi/Ni.

1.6 自由群与自由积
本节中将讨论群范畴中的自由对象：自由群，并借此描述群的结构.
给定集合 X，可以构造其上的自由群 F .若 X = ∅，则 F = 〈e〉，若不然，则考虑与 X 无交的集合 X−1 =

{x−1 : x ∈ X}，|X| = |X−1|，再取 1 /∈ X∪X−1，则称X中的一个字为序列 a1a2 · · · ak，其中 ai ∈ X∪X−1∪{1}，
1称为空字，两个字 a1 · · · ak, b1 · · · bl 相等当且仅当 k = l，且每个 ai = bi.接着在这个集合上定义群结构：

1. 乘法：(a1 · · · ak)(b1 · · · bl) = a1 · · · akb1 · · · bl.
2. 单位元：(a1 · · · ak)1 = 1(a1 · · · ak) = a1 · · · ak.
3. 逆元：(a1 · · · ak)−1 = a−1

k · · · a−1
1 ，特别的，xx

−1 = x−1x = 1.
借助这些运算，字可以进行化简，即 abb−1c = ac，我们自然希望字能尽可能简化，由此定义

定义 1.30 (既约字)

♣若字 w 6= 1中无形如 a−1a或 1的子串，则称其为既约字.

引理 1.6

♥任一字 w存在唯一既约形式.

证明
既约字自然会诱导出一个等价关系，而上述引理保证了这种等价关系的良定性，即字 w1 ∼ w2 当且仅当

w1, w2 能化简到同一既约形式. 且容易验证这种等价关系下字之间运算的良定性，即若 w1 ∼ w2, u1 ∼ u2，则
w1u1 ∼ w2u2.

定理 1.23

♥
设 X 非空，F = F (X)为 X 中任意既约字的集合，则 F 在上述运算下为一个群，且 F = 〈X〉.

定义 1.31 (自由群)

♣
如上定义的群 F = F (X)称为 X 上的自由群.

下面的定理表明，自由群是群范畴中的一种自由对象.
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1.6 自由群与自由积

定理 1.24

♥

设 F 为 X 上的自由群，τ : X → F 为嵌入映射，若 G 为群，f : X → G 为映射，则存在唯一群同态
f̄ : F → G使得 f̄ ◦ τ = f .换句话说，群范畴中的对象 F 为集合 X 上的自由对象.

证明 对任意 w = x1 · · ·xk ∈ F，定义映射

f̄(w) = f̄(x1) · · · f̄(xk), (1.44)

f̄(xk) =

f(xk), xk ∈ X

f(x−1
k )−1, xk ∈ X−1

(1.45)

则不难验证 f̄ 满足条件.

推论 1.6

♥任意群 G都是一个自由群的同态像.

证明 设 X 为 G的生成元的集合，F 为 X 上的自由群，则对于嵌入映射 X ↪→ G，存在唯一同态 f̄ : F → G使
得 f̄(x) = x ∈ G，而 G = 〈X〉，故 f̄ 为满同态.
结合上述推论以及第一同构定理，可知任何群 G同构于商群 F/N = F/Ker f̄，记号同上，也就是说只要确

定集合 X、自由群 F、同态及其核，就能确定群 G的结构，这种思想称为群的表现.

定义 1.32 (群的表现)

♣

若 G ∼= F (X)/N，则记 G的表现为

〈X|r = e, r ∈ N〉, (1.46)

其中 X 的元素称为 G的生成元，N 的元素构成生成元的生成关系.

定理 1.25 (Van Dyck)

♥

设 X 为集合，Y 为 X 中一些既约字的集合，G = 〈X|w = e, ∀w ∈ Y 〉，若群 H = 〈X〉 且满足关系
w = e, ∀w ∈ Y，则存在 G到 H 的满同态.

证明 设 F = F (X)，由于存在嵌入映射X ↪→ H，则根据泛性质可诱导出（满）同态 ϕ : F → H，而 Y ⊂ Kerϕ，
设 N 为由 Y 生成的正规子群，则存在满同态 f : F/N → H，f(gN) = ϕ(g)，而 G ∼= F/N，得证.

定义 1.33 (自由积)
♣

14



第 2章 群的结构

本章继续讨论群的结构.

2.1 自由 Abel群
对于 Abel群，运算常用 +表示，逆常用 −a表示，单位元常用 0表示.

定义 2.1 (基)

♣

对于 Abel群 F，若存在集合 X 使得 F = 〈X〉，且对任意 x1, · · · , xk ∈ X，ni ∈ Z，若
∑k

i=1 niki = 0必
有 ni = 0，则称 X 中的元素为 F 的一组基.

注
1. 这种形式与向量空间非常相似，这实际上是一个 Z-模，并且易知任何 Abel群都对应了一个 Z-模.
2. 基的定义实际上说明，任何 xk ∈ X 的阶都是 0，即 〈xk〉为无限循环群（否则存在 n 6= 0使得 nxk = 0）.

命题 2.1

♠

对于 Abel群 F，如下陈述等价
1. F 有一组非空基.
2. F 为一族无限循环子群的 (内)直和.
3. F 同构于一族整数加群的直和.
4. F 为 Abel群范畴的一个自由对象，即自由 Abel群.

证明 1 ⇒ 2:设 F 基为 X，考虑一族群 {〈xi〉 : xi ∈ X}，则任何 z ∈ F 都能表示为有限个基的线性组合，即
F =

⊕
x∈X〈x〉（反过来的包含性是显然的）.

2 ⇒ 3:根据无限循环群与整数加群的同构可得.
3 ⇒ 1:设 F ∼=

∑
Z，指标集为 X，则对任意 x ∈ X，令 θx = {ui} ∈

∑
Z，其中 ux = 1, ui = 0(i 6= x)，则

{θx : x ∈ X}为
∑

Z的一组基.
1 ⇒ 4: 设 X 为 F 的一组基，则 F 为 X 上的自由群，存在嵌入映射 ι : X → F，且对任意群 G，同态

f : X → G，可以构造出同态 f̄ : F → G（与定理1.24类似），得证.
4 ⇒ 3:设 F 为 X 上的自由群，则根据 X 的指标构造同等数量的 Z的直和，再构造 Y = {θx : x ∈ X}为∑

Z 的一组基，由定理1.24，可以构造对于函数 f : X →
∑

Z, f(x) = θx，存在唯一同态 f̄ : F →
∑

Z，且
f = f̄ ◦ τ（τ 为嵌入映射），且 F/Ker f̄ ∼=

∑
Z，由基的性质可知，若 f̄(g) = 0，则必有 g = e，因此Ker f̄ = {e}，

得证.
上述证明也给出了一个构造 X 上自由 Abel群的方法.

定理 2.1

♥自由 Abel群 F 的任何两个基都是等势的，由此可定义 F 的秩为其基的势.

证明 设 F 基为 X，|X| = n < ∞，则若 F ∼= Zn，2F ∼= (2Z)n，因此有 F/2F ∼= (Z/2Z)n，说明 |F/2F | = 2n，
若 Y 为另一组基且 |Y | = m，则 |F/2F | = 2m，因此m = n，得证.

若 F 有一组基 X 无限，则根据上述讨论可知其所有基都无限，下面证明 |X| = |F |，易知 |X| ⩽ |F |，
根据 Schroeder-Bernstein 定理只需证明 |F | ⩽ |X|. 令 S =

⋃
n∈NX

n，则对任意 s = (x1, · · · , xn) ∈ S，令



2.2 有限生成 Abel群

Gs = 〈x1, · · · , xn〉，则 Gs
∼=
⊕

k⩽t Zyk，因此 |Gs| = |Zt| = |Z| = ℵ0，而 F =
⋃

s∈S Gs，因此

|F | =

∣∣∣∣∣⋃
s∈S

Gs

∣∣∣∣∣ ⩽ |S||Gs| = |S|ℵ0 = |S| = |X|, (2.1)

得证.

推论 2.1

♥设 F1, F2 为自由 Abel群，则 F1
∼= F2 当且仅当 rkF1 = rkF2.

定理 2.2

♥

设自由 Abel群 F 有一组基 X = {x1, · · · , xn}，G ⩽ F 非空，则存在 r ∈ N，d1|d2| · · · |dr ∈ N使得 G为
以 {d1x1, · · · , drxr}为基的自由群.

证明 n = 1显然成立，设命题对所有小于 n的自由 Abel群成立，考虑 n的情形.令

S = {s ∈ Z :存在基{y1, · · · , yn}使得G中存在形如sy1 + k2y2 + · · ·+ knyn的元素}, (2.2)

由于 G 6= ∅，故 S 6= ∅；根据对称性可知此时 k2, · · · , kn ∈ S；因此 S 存在最小正元素 d1，使得存在一组基
{y1, · · · , yn}使得

v = d1y1 + k2y2 + · · ·+ knyn ∈ G (2.3)

= d1(y1 + q2y2 + · · ·+ qnyn) + r2y2 + · · ·+ rnyn (2.4)

= d1x1 + r2y2 + · · ·+ rnyn (2.5)

其中 ki = qid1 + ri, 0 ⩽ ri < d1，且W = {x1, y2, · · · , yn}为 F 的一组基，因此 d1的最小性使得 r2 = · · · =
rn = 0，也即 v = d1x1 ∈ G.

令 H = 〈y2, · · · , yn〉，则 H 为秩 n− 1的自由 Abel群且 F = 〈x1〉 ⊕H，进一步我们断言

G = 〈v〉 ⊕ (G ∩H) = 〈d1x1〉 ⊕ (G ∩H), (2.6)

基的性质保证了 〈v〉 ∩ (G ∩H) = 0，设 u = t1x1 + t2y2 + · · ·+ tnyn ∈ G，则 d1 的最小性保证了 d1|t1，而
t2y2 + · · ·+ tnyn ∈ G ∩H，因此 G = 〈v〉+ (G ∩H).

下面不妨设G∩H 6= 0，因此则根据归纳假设存在H 的一组基 {x2, · · · , xn}，以及 d2| · · · |dn使得G∩H 基
为 {d2x2, · · · , dnxn}，因此最后只需证明 d1|d2，而这根据 d1 的最小性是显然的.

推论 2.2

♥设 G为有限生成 Abel群，则任何子群 H ⩽ G都能由m ⩽ n = rkG个元素生成.

注该结论对非 Abel群不一定成立.

2.2 有限生成 Abel群
本节将证明刻画有限生成 Abel群结构的定理，特别地包含一个唯一性定理，它说明两个有限生成 Abel群

具有某种相同的属性当且仅当其同构.由于 Abel群可以看作一个 Z-模，因此本节的许多结构在后面章节中主理
想整环 (PID)上的模中会有推广形式.

定理 2.3

♥
任何有限生成 Abel群 G满足 G ∼=

∑n
k=1 Zmk

，其中 1 < m1|m2| · · · |mn（这里认为 Z阶为∞）.

证明 设 G由 n个元素生成，则存在秩为 n的自由群 F 以及满同态 π : F → G，若 π恰好为同构，则 G ∼= F ∼=
Z⊕· · ·⊕Z(n项)；若不然，则子群K = Kerπ存在一组基 {d1x1, · · · , drxr}满足 d1| · · · |dr，因此K =

∑r
i=1〈dixi〉，
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2.2 有限生成 Abel群

令 dr+1 = · · · = dn = 0，则根据推论1.5可得

G ∼= F/K =
n∑

i=1

〈xi〉
/ n∑

i=1

〈dixi〉 ∼=
n∑

i=1

〈xi〉/〈dixi〉 ∼=
n∑

i=1

Zdi
(2.7)

特别地，若 di = 1，则 Z/Z ∼= {0}；若 di = 0，则 Z/{0} ∼= Z，故上述结果也可写成

G ∼= Zm1
⊕ · · · ⊕ Zmt

⊕ (Z⊕ · · · ⊕ Z), (2.8)

其中m1| · · · |mt，并且 Z共有 s = n− r个.
上面的定理给出了有限生成 Abel群的分解定理，如果考虑如下引理，还可以进行更细致的分解.

引理 2.1

♥

设m = pn1
1 · · · pnt

t ∈ N，则

Zm
∼=

t∑
i=1

Zp
ni
i

= Zp
n1
1

⊕ · · · ⊕ Zp
nt
t
, (2.9)

事实上，只需证明若 (r, n) = 1，则 Zrn
∼= Zr ⊕ Zn.

证明 由于 n ∈ Zrn 阶为 r，r ∈ Zrn 阶为 n，因此 〈n〉 ∼= Zr, 〈r〉 ∼= Zn，考虑如下两个单同态

ψr :Zr → Zrn, ψr(k) = nk, (2.10)

ψn :Zr → Zrn, ψn(k) = rk, (2.11)

由此构造映射 ψ : Zr ⊕ Zn → Zrn，ψ(x, y) = ψr(x) + ψn(y) = nx + ry（良定性易得），进一步可得
Kerψ = {(0, 0)}，并且由 Bezout定理可知 1 ∈ Imψ，因此 ψ为群同构（单满同态），得证.
注进一步也可证明 (r, n) = 1当且仅当 Zrn

∼= Zr ⊕ Zn，只需考虑两个群中元素最大阶即可.
综合上述结果，可以给出如下定理.

定理 2.4

♥任何有限生成 Abel群同构于有限个循环群的直和，这些循环群或为无限，或为素数幂阶.

由于有限 Abel群必为有限生成的，因此将有限 Abel群分解再重组，可以得到如下推论.

推论 2.3

♥
设 G为阶为 n的有限 Abel群，则对任意m|n，G有一个m阶子群.

证明 证明要用到下面引理的结论，即 Zpn−m
∼= pmZpn ⩽ Zpn .

接下来证明进一步的结论，即上面循环分解的顺序实际上可以由群 G本身确定，首先考虑一些琐碎的引理.

引理 2.2

♥

设 G为 Abel群，m, p分别为一个整数和素数，则下述均为 G的子群：
1. mG = {mu : u ∈ G}.
2. 阶整除m的元素：G[m] = {u ∈ G : mu = 0}.
3. 阶等于 pn 的元素：G(p) = {u ∈ G : |u| = pn}.
4. 有限阶元素：Gt = {u ∈ G : |u| <∞}.

特别地，存在同构 Zpn [p] ∼= Zp，pmZpn ∼= Zpn−m，设 H,Gi(i ∈ I)为 Abel群，则
1. 若 g : G →

∑
i∈I Gi 为同构，则存在限制在 mG,G[m] 上的同构 mG ∼=

∑
i∈I mGi，G[m] ∼=∑

i∈I Gi[m].
2. 若 f : G→ H 为同构，则存在限制在 Gt, G(p)上的同构 Gt

∼= Ht，G(p) ∼= H(p).

注其中 Gt 称为群 G的扭子群，若 G = Gt 则称 G为扭群，若 Gt = 0则称 G“无扭”(torsion-free).
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2.3 群在集合上的作用

前面几个子群是显然的（容易验证），由于

Zpn [p] = {pn−1, 2pn−1, · · · , (p− 1)pn−1} (2.12)

pZpn = {px : x ∈ Zpn−1} (2.13)

因此同构也容易得到，最后两个也可以直接构造得到.

定理 2.5

♥

设 G为有限生成 Abel群，则
1. G的循环分解中自由 Abel群的秩唯一.
2. 若 G不为自由 Abel群，则存在唯一整数列 1 < m1| · · · |mt 使得

G ∼= Zm1
⊕ · · · ⊕ Zmt

⊕ F, (2.14)

其中 F 为自由 Abel群.
3. 若 G不为自由 Abel群，则存在素幂 ps11 , · · · , p

sk
k 使得

G ∼= Zp
s1
1

⊕ · · · ⊕ Zp
sk
k

⊕ F, (2.15)

其中 F 为自由 Abel群，这些素幂不考虑次序下是唯一的.

证明
1. G的任何分解都给出了同构 G ∼= H ⊕ F，其中H 为有限循环群的直和，F 为秩 s <∞的自由 Abel群.设
τ : H → H ⊕ F 为嵌入映射 τ(h) = (h, 0)，则易知 τ(H)(∼= H)为H ⊕ F 的扭子群，即在同构 G ∼= H ⊕ F

下有 Gt
∼= τ(H)（根据引理），因此

G/Gt
∼= (F ⊕H)/τ(H) ∼= F, (2.16)

即 G/Gt 为自由 Abel群，且该群的秩仅与 G有关，因此 F 的秩是唯一的.
2. 可以由 3直接构造.
3. 假设

G ∼=
r∑

i=1

Zni
⊕ F ∼=

r∑
j=1

Zkj
⊕ F, (2.17)

其中 ni, kj 都是素幂，F 为自由 Abel群，由第一问易知
r∑

i=1

Zni
∼= Gt

∼=
r∑

j=1

Zkj
, (2.18)

则根据引理，对任意素数 p有 (
∑

Zni)(p)
∼= (
∑

Zkj )(p)，因此只需说明，对每个固定的素数 p，这种分解
中的幂（不考虑次序）是唯一的，即不妨设 G = Gt，且

G ∼=
r∑

i=1

Zpai
∼=

d∑
j=1

Zpcj , 1 ⩽ a1 ⩽ · · · ⩽ ar; 1 ⩽ c1 ⩽ · · · ⩽ cd, (2.19)

根据引理 G[p] ∼= (Zp)
r ∼= (Zp)

d，说明 r = d，设 v 是最小的使得 av 6= cv 的整数，不妨设 av < cv，再次
根据引理有

pavG ∼=
r∑

i=1

pavZpai
∼=

r∑
i=v+1

Zpai−av
∼=

r∑
i=v

Zpci−av , (2.20)

由此得到了 pavG的两个分解，但其中循环群的数量不同，则根据前文的讨论可知矛盾，故得证.
对于有限生成 Abel群G，上面的m1, · · · ,mt称为G的不变因子，上面的素幂称为G的初等因子（组），易

知初等因子组实际上是每个不变因子的初等因子.
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2.3 群在集合上的作用

2.3 群在集合上的作用
研究群的一种极为重要的方法就是群的表示，其动机在于建立群到常见群之间的同态，由此通过熟悉的结

构理解未知群的结构.这里的“常见群”大多考虑两种：置换群、矩阵群，它们分别对应了两种理论：群作用（置
换表示）、群表示（线性表示），本节将讨论群作用，并由此给出 Sylow定理的证明.

定义 2.2 (群作用/置换表示)

♣

设群 G，集合 Σ，S(Σ)为 Σ上的对称群，则称同态 τ : G→ S(Σ)为 G在集合 Σ上的一个置换表示（或
群作用）.

上述定义看似抽象，但将其剥开后会发现一些自然之处：S(Σ) 实际上同构于 Σ 上所有双射的集合，因此
对任意 g ∈ G，τ(g) = τg 实际上是 Σ 上的双射，因此减少一些记号，可以将群作用表示为映射 G × Σ → S，
g · s 7→ s，且该映射须满足1

e · s = s, g1 · (g2 · s) = (g1g2) · s (2.21)

在无歧义的情况下，上面的 ·有时会省略.
例 2.1对称群 Sn 中元素的表示实际上就是在集合 {1, 2, · · · , n}上的作用.
例 2.2如果考虑群 G到自身的作用，则根据定义，可以立即给出两种自然的作用：

1. 左乘作用：τg(s) = gs.
2. 共轭作用：τg(s) = gsg−1.

例 2.3类似地，设 H ⩽ G，也可以考虑群 G在陪集 Σ = {aH : a ∈ G}上的左乘作用：τg(aH) = (ga)H，但此
时共轭作用不那么自然，留与后文讨论.

根据上面的讨论，足以得到一个重要的定理.

定理 2.6 (Caylay)

♥任何群 G都同构于一个置换群（对称群的子群）.

证明 令 G左乘作用于 G上，则

τg = τh ⇐⇒ gs = hs, ∀s ∈ G⇐⇒ g = h, (2.22)

因此 τ : G→ S(G)为单同态，根据同态基本定理可得 G ∼= Im τ ⩽ S(G)，得证.
下面讨论借助群作用给出的两个重要对象：轨道与稳定子（不变子群），以及一个计数定理.

¶轨道与稳定子

如果将集合 Σ中的元素看作空间中的散点，集合 G的作用看作使每个点运动到另一个位置，那么轨道的概
念也很容易理解：一个点能运动到的点的集合可称轨道，每一点都在轨道中运动.

定义 2.3 (轨道)

♣

设群 G作用于集合 Σ上，则记任意 x ∈ Σ的轨道为

Ox = {g · x ∈ Σ : g ∈ G}. (2.23)

注根据前文的引入，不难验证轨道诱导出了集合 Σ中的一个一个等价关系：

x ∼ y ⇐⇒ ∃g ∈ G : g · x = y ⇐⇒ Ox = Oy, (2.24)

轨道描述了集合 Σ中某一元素在作用下的“运动”，对应地可以考虑保持某一元素“不变”的作用，从而给
出稳定子的概念.

1事实上，这里 g1 · (g2 · s) = (g1g2) · s并不是必须的，如果将其改为 g1 · (g2 · s) = (g2g1) · s同样也满足定义，二者是对称的.
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2.3 群在集合上的作用

定义 2.4 (稳定子/不变子群/固定子群)

♣

设群 G作用于集合 Σ上，则记任意 x ∈ Σ的不变子群为

Gx = {g ∈ G : g · x = x}. (2.25)

注根据群作用的定义，不难验证 Gx ⩽ G.
关于轨道的计数定理来自这样的观察：对任意 x ∈ Σ，其稳定子越小，轨道则越大，反之亦然.特别地，若

Gx = {e}则任何 g ∈ G都对应了 Ox 中的元素 g · x，此时 |G| = |Ox|；若 Ox = {x}，则任何 g ∈ Gx 都保持 x

不变，因此 G = Gx.这里已经有了一些苗头，借助一些简单的记号，可以进一步考虑轨道与稳定子间的关系：

Ox = Gx, Gxx = x =⇒ gGxx = g · x (2.26)

这里实际上给出了 Gx 的左陪集与 Ox 之间的对应，也就是如下定理：

定理 2.7 (轨道定理)

♥

设群 G作用于集合 Σ上，则对任意 x ∈ Σ有

|G| = |Gx| · |Ox|. (2.27)

证明 只需证明 [G : Gx] = |Ox|，也即构造出 {gGx : g ∈ G}与 Ox = {g · x : g ∈ G}之间的双射，令

f : {gGx : g ∈ G} −→ {g · x : g ∈ G} (2.28)

gGx 7−→ g · x (2.29)

由于

gGx = hGx ⇐⇒ g−1h ∈ Gx ⇐⇒ (g−1h) · x = x⇐⇒ g · x = h · x. (2.30)

因此 f 为双射.
除了计数定理，轨道与稳定子还有一些有趣的结论，整理如下（都是易证的）：

命题 2.2

♠

设群 G作用在 Σ上，τ 为对应的同态，则
1. 对任意 x ∈ Σ，有

Gg·x = gGxg
−1, (2.31)

即同轨道元素的稳定子彼此共轭.
2. Gx / G当且仅当 Gx 中元素保持 Ox 中每个元素不变.
3. Ker τ = {g ∈ G : g = IdΣ ⇔ g · x = x, ∀x ∈ Σ} =

⋂
x∈ΣGx.

4.

接下来讨论中心化子和正规化子的概念，但看二者定义会感到复杂，但从群作用的角度看，它们有自然之
处.

设群 H ⩽ G共轭作用于 G自身，即 τh(x) = hxh−1，则此时

Hx = {h ∈ G : hxh−1 = x} = {h ∈ G : hx = xh}, (2.32)

这就是（x关于 H 的）中心化子.

定义 2.5 (中心化子)

♣

设子群 H ⩽ G，则对任意 x ∈ G，定义

CH(x) = {h ∈ H : hxh−1 = x} = {h ∈ H : hx = xh} (2.33)

为 x关于 H 的中心化子（群），当H = G是简称 x的中心化子.
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2.4 Sylow定理

注
1. 应用前面的结论可知 CH(h · x) = CH(hxh−1) = hCH(x)h−1.
2. 对于集合 A ⊂ G，可以推广中心化子的概念：CH(A) = {h ∈ H : hxh−1 = x, ∀x ∈ A}，此时容易验证有

CH(A) =
⋂
x∈A

CH(x). (2.34)

如果考虑上述作用 τ 的核（并且 H = G），利用前面的结论可以得到

Ker τ = {g ∈ G : gxg−1 = x, ∀x ∈ G} =
⋂
x∈G

Gx =
⋂
x∈G

CG(x) (2.35)

这就是群的中心.

定义 2.6 (群的中心)

♣

设群 G，定义其中心

C(G) = {g ∈ G : ga = ag, ∀a ∈ G} = CG(G), (2.36)

也即与所有 a ∈ G可交换的元素的集合.

注特别地，当且仅当 C(G) = G时 G为 Abel群；并且易证 C(G)的交换性使得 C(G) / G.
注意到 g ∈ C(G)当且仅当 τg = IdG，此时对任意 x ∈ G有 τx(g) = g，因此 Og = {g}，根据共轭类的划分

可得

|G| =
∑
x∈G

|Ox| = |C(G)|+
∑

x∈G,|Ox|>1

|Ox|, (2.37)

该等式也被称为类方程，稍作推广，令 H ⩽ G共轭作用到 G上可得

|G| =
∑
x∈G

|Ox| = |CH(G)|+
∑

x∈G,|Ox|>1

|Ox|, (2.38)

上面的式子有一些迷惑性，因为 CH(G)实际上同时是两种集合：Ker τ 以及G中轨道大小为 1的元素集合，
而上述方程实际上对后者成立，对前者不成立.考虑一般情况，若 G作用于 Σ上，令

Σ0 = {x ∈ Σ : h · x = x, ∀h ∈ H} = {x ∈ Σ : |Ox| = 1} ⊂ Σ, (2.39)

则同样考虑可得

|Σ| =
∑
x∈Σ

|Ox| = |Σ0|+
∑

x′∈Σ,|Ox′ |>1

|Ox′ |. (2.40)

2.4 Sylow定理

¶准备工作

Sylow定理的动机来自一个非常自然的问题（可以看作 Lagrange定理的逆）：若 n
∣∣|G|，G中是否存在 n阶

子群？整数可以唯一分解为素数的幂，根据这种思路可以首先考虑素数（幂）阶群，首先定义 p-群.

定义 2.7 (p-群)

♣设群 G的阶为 pn，p为素数，则称 G为 p-群；若 H ⩽ G为 p-群，则称 H 为 G的 p-子群.

延续上一部分，可以给出一个重要的同余引理，它的使用将贯穿 Sylow定理的证明.

引理 2.3

♥
设 p-群 H 作用在 Σ上，记 Σ0 = {x ∈ Σ : h · x = x, ∀h ∈ H}，则 |Σ| ≡ |Σ0|(mod p).

注
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2.4 Sylow定理

1. 这种同余关系对一般群 G的某些情况也成立，只是考虑 p-群更有代表性.
2. 容易看出（根据包含关系或利用轨道定理），若 x ∈ Σ0，则 H = Hx.

证明 对任意 x ∈ Σ，若 |Ox| > 1，则 |Ox| = [H : Hx]
∣∣H 说明 p

∣∣|Ox|，因此

|Σ| = |Σ0|+
∑

x′∈Σ,|Ox′ |>1

|Ox′ | ≡ |Σ0|(mod p). (2.41)

下面的推论给出了使用同余引理的一个例子.

推论 2.4

♥
非平凡 p-群的中心 C(G)包含多于一个元素.

证明 显然 |C(G)| ⩾ 1，令 G共轭作用于自身，则根据同余引理有

|C(G)| ≡ |G| ≡ 0(mod p), (2.42)

这说明 |C(G)| > 1.
最后的准备工作是考虑群在陪集上的作用，并且重复前面的诸多讨论，这以例子的方式呈现.

例 2.4设 H ⩽ G，则可以考虑 G在集合 S = {gH : g ∈ G}上的自然左乘作用 τ，即

τg(aH) = (ga)H, (2.43)

容易计算

GaH = aHa−1, Ker τ =
⋂
a∈G

aHa−1, (2.44)

考虑 S0，由于

aH ∈ S0 ⇐⇒ g ∈ GaH , ∀g ∈ G⇐⇒ G = GaH = aHa−1, (2.45)

但是 H ⩽ G，|aHa−1| = |H|，因此 S0 = ∅.
例 2.5设 H ⩽ G，也可以考虑 H 在集合 S = {gH : g ∈ G}上的自然左乘作用 τ，即

τh(aH) = (ha)H, (2.46)

下面的计算也是类似的

HaH = (aHa−1) ∩H, Ker τ =
⋂
a∈G

aHa−1, (2.47)

继续考虑 S0，此时

aH ∈ S0 ⇐⇒ h ∈ GaH , ∀h ∈ H ⇐⇒ H = HaH = aHa−1 ∩H ⇐⇒ a ∈ NG(H) (2.48)
2 这里就自然引出了正规化子的概念

定义 2.8 (正规化子)

♣

设子群 H ⩽ G，则对任意K ⩽ G，定义

NH(K) = {h ∈ H : hKh−1 = K} = {h ∈ H : hK = Kh} (2.49)

为K 关于 H 的正规化子.

注易得当 H = G时，K / NG(K).
关于正规化子还有许多要谈，暂且继续主题.
这时 S0 不再平凡，并且有 |S0| = [NG(H) : H] = |NG(H)/H|，由此自然得到如下推论.

推论 2.5

♥
设 H 为 G的 p-子群，则 [NG(H) : H] ≡ [G : H](mod p).

2这里由H ⊂ aHa−1 可推出H = aHa−1 是因为二者大小相等.
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2.4 Sylow定理

证明 由于 |S| = #{gH : g ∈ G} = [G : H]，|S0| = [NG(H) : H]，根据同余引理得证.

推论 2.6

♥
设 H 为 G的 p-子群且 p

∣∣[G : H]，则 NG(H) 6= H .

证明 此时 0 ≡ [G : H] ≡ [NG(H) : H](mod p)，而 [NG(H) : H] ⩾ 1说明 [NG(H) : H] > 1，得证.

¶Sylow三定理

首先证明 Cauchy的结果，这一定理的证明中构造了一个非常精巧的群作用.

定理 2.8 (Cauchy)

♥
设 G为有限群，素数 p

∣∣|G|，则 G有 p阶群（或者说 G中有 p阶元）.

证明 设 |G| = n，构造 p元组集合

S = {(a1, · · · , ap) : ai ∈ G, a1 · · · ap = e}, (2.50)

根据定义可知 ap 由前 p− 1个元素决定，因此 |S| = np−1 ≡ 0(mod p).令 Zp 以轮换作用于 S 上，即

k · (a1, · · · , ap) = (ak+1, · · · , ap, a1, · · · , ak) ∈ S, (2.51)

容易验证这确实是一个群作用（0x = x, (k1+k2)x = k1(k2x)），而 (a1, · · · , ap) ∈ S0当且仅当对任意 k都有

k(a1, · · · , ap) = (a1, · · · , ap), (2.52)

这说明 a1 = · · · = ap = a，根据 S 的定义可知 ap = 1，并且 (e, · · · , e) ∈ S0 说明 |S0| > 0，根据上述引理
可知 |S0| ≡ |S|(mod p)，即 S0 中存在非平凡元素，其对应的 a ∈ G恰好为 p阶元，得证.

从 Cauchy定理出发进行归纳，可以一气呵成 Sylow定理.

定理 2.9 (第一 Sylow定理)

♥
设群 G满足 |G| = pnm,n ⩾ 1, (p,m) = 1，则对任意 1 ⩽ i ⩽ n，G中存在 pi 阶子群.

证明 对 i归纳，由 Cauchy定理可知 G中存在 p阶子群，设H 为 G的 pi < pn阶子群，则 p
∣∣[G : H]，根据上面

的引理可知

[NG(H) : H] ≡ [G : H] ≡ 0(mod p), (2.53)

这说明 p
∣∣[NG(H) : H] = |NG(H)/H|，根据 Cauchy定理NG(H)/H 包含一个 p阶子群H1/H，计算阶可知

|H1| = pi+1，这里

H /H1 ⩽ NG(H) ⩽ G, (2.54)

得证.
上面的证明过程隐含的一个直接的推论.

推论 2.7

♥

设群 G满足 |G| = pnm,n ⩾ 1, (p,m) = 1，则 G的任何 pi 阶群都是某个 pi+1 阶群的正规子群（0 ⩽ i ⩽
n− 1）.

第一 Sylow定理保证了对 |G|的任意素因子 p，群 G中存在一个极大的 p-群，这为 Sylow p-子群.

定义 2.9 (Sylow p-子群)

♣设 G为有限群，称其极大 p-子群 P 为 Sylow p-子群.

注
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2.5 有限群的分类

1. 根据 Sylow定理可知 |P | = pm，这里 (|G|/pm, p) = 1.
2. 进一步也可知 P 为 G的 Sylow p-子群当且仅当 |P | = pm.
3. 进一步还可知 Sylow子群的共轭也是 Sylow子群.
概括来说，第一定理给出了 p-子群/Sylow p-子群的存在性，第二定理进一步刻画了 p-子群之间的关系，第

三定理做了更细致的工作：给出了 p-子群的数量关系.后面两个定理证明需要的工具仍然是前面的那些讨论.

定理 2.10 (第二 Sylow定理)

♥

设 H 为 G的 p-子群，P 为 G的 Sylow p-子群，则存在 x ∈ G使得 H ⩽ xPx−1.特别地，G的任意两个
Sylow p-子群彼此共轭.

证明 设 S = {gP : g ∈ G}，令 H 左乘作用于 S 上，根据 P 的极大性有 p ∤ [G : P ] = |S|，而根据同余引理有

|S0| ≡ |S|(mod p), (2.55)

因此 |S0| > 0，这说明存在 xP ∈ S0，即 H = HxP = (xPx−1) ∩H ⩽ xPx−1，得证.
特别地，若 H 也为 G的 Sylow p-子群，则根据阶以及包含关系可得 H = xPx−1.

推论 2.8

♥群 G的 Sylow p-子群 P 为 G的正规子群当且仅当 P 为 G的唯一 Sylow p-子群.

推论 2.9

♥
若 P 为 G的 Sylow p-子群，则 P 是 NG(P )的唯一 Sylow p-子群.

定理 2.11 (第三 Sylow定理)

♥
设G为群，p为 |G|的素因子，则G的 Sylow p-子群的个数整除 |G|，且有形式 kp+1（或者说模 p余 1）。

证明 根据第二定理可知 G的所有 Sylow p-子群的个数就是某个 Sylow p-子群 P 共轭类的个数，即 [G : NG(P )]，
这显然整除 |G|.为了证明进一步的结论，设 P 为 G的 Sylow p-子群，记 G的所有 Sylow p-子群的集合为

S = {gPg−1 : g ∈ G}, |S| = [G : NG(P )], (2.56)

令 P 共轭作用于 S 上，则 PgPg−1 = (gNG(P )g
−1) ∩ P，这说明 gPg−1 ∈ S0 当且仅当

P = PgPg−1 = gNG(P )g
−1 ∩ P, P ⩽ gNG(P )g

−1 = NG(gPg
−1), (2.57)

由于 gPg−1 / NG(gPg
−1)，因此 NG(gPg

−1)中包含 P, gPg−1两个 Sylow p-子群，由上一条推论它们相等，
因此 g ∈ NG(P ), gPg

−1 = P，即 S0 = {P}，根据同余引理有

|S| = [G : NG(P )] ≡ |S0| ≡ 1(mod p), (2.58)

得证.

定理 2.12

♥
设 P 为有限群 G的一个 Sylow p-子群，则 NG(NG(P )) = NG(P ).

证明 左边包含右边是显然的，只需证明反过来的包含关系.易得 P 为 N = NG(P )的一个 Sylow p-子群，并且
是 N 中的唯一 Sylow p-子群（正规性），因此若 x ∈ NG(N)，则 xNx−1 = N，而 P / N，故

xPx−1 ⊂ xNx−1 ⊂ N, (2.59)

根据 P 的唯一性可知 xPx−1 = P，故 x ∈ N，即 NG(N) ⊂ N，得证.
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2.5 有限群的分类

2.5 有限群的分类
借助 Sylow定理/自由群等理论，可以对一些有限群进行分类，特别是阶不超过 15的小阶群.

命题 2.3

♠

设 p, q为素数，若 q ∤ p− 1，则 pq阶群只有 Zpq；若 q|p− 1，则除此之外还有

K = 〈c, d : cp = dq = 1, dc = csd〉, (2.60)

其中

s 6≡ 1(mod p), sq ≡ 1(mod p). (2.61)

证明 不妨设 2 < q < p，G中 p, q阶群的个数为 np, nq，则

np|q, np ≡ 1(mod p), nq|p, nq ≡ 1(mod q) (2.62)

故 np = 1，若 q ∤ p − 1则 nq = 1，设 a, b分别为 p, q 阶元，则由于 〈a〉 ∩ 〈b〉 = {1}，二者均正规，因此
〈a〉, 〈b〉中元素可交换，易得 G ∼= Zpq .

若 q|p− 1，则 np = 1, nq = p，设 c, d分别为 p, q阶元，设 dcd−1 = cs，则

c = dqcd−q = cs
q

, sq ≡ 1(mod p), (2.63)

若加上 G非交换的条件，则有 s 6≡ 1(mod p)，取 Z∗
p 的原根 g，可知

s = g
p−1
q m, m = 1, 2, · · · , q − 1, (2.64)

但对于不同的 s，得到的群是同构的，因为 〈c〉 = 〈ck〉, (k, p) = 1，因此选择合适的 k可以做到同构.

命题 2.4

♠
设 p为奇素数，则任何 2p阶群 G必然同构于 Z2p 或 Dp.

证明 不妨设 G为非 Abel群，则由 Sylow定理可知 G中仅有一个 Sylow p-子群 〈a〉 /G，且 |G/〈a〉| = 2，因此设
b /∈ 〈a〉，则 bab−1 = ak，由于

a = b2ab−2 = b(bab−1)b−1 = bakb−1 = ak
2

, (2.65)

故 p
∣∣k2−1 = (k+1)(k−1)，因此必有 k = 1或 k = p−1，而前者表示G可交换，故 k = p−1，bab−1 = a−1，

即 G ∼= Dp.

命题 2.5

♠只有两个 8阶非 Abel群：四元数群 Q8 和 D4.

证明 设 G为 8阶非 Abel群，则 G中无 8阶元但有 4阶元 a（否则元素阶均为 2，易得矛盾），类似对 2p阶群
的讨论可知 |G/〈a〉| = 2，b /∈ 〈a〉满足 bab−1 = ak（否则若设 bab−1 = bak，则 b ∈ 〈a〉矛盾）.

1. 若 ord b = 2，则仿照 2p阶群的讨论可知 G = D4（已假设 G非 Abel）.
2. 若 ord b = 4，则重复相同的过程可知 k = 3，即 bab−1 = a−1，此时 b−1a2b−1 = abab−1 = aa−1 = 1，因此
a2 = b2，故 G = Q8.

注最后的相等可以根据生成群的定义验证：即任何包含 a, b的群都包含 XXX

命题 2.6

♠

只有三个 12阶非 Abel群：D6, A4 和

T = 〈a, b : |a| = 6, b2 = a3, ba = a−1b〉. (2.66)

证明 取 G的一个 Sylow 3-子群 P = 〈c〉，令 G左乘作用于 S = {gP : g ∈ G}，则有诱导同态 τ : G → S4.由于
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Ker τ =
⋂

g∈G gPg
−1 ⩽ P，因此 Ker τ = {1}或 P .

1. 若 Ker τ = {1}，则 G为单同态，G ∼= ImG ⩽ S4，而 S4 的 12阶子群只有 A4，故 G ∼= A4.
2. 若 Ker τ = P，则 P 是 G的唯一 Sylow 3-子群，P / G，即 G中 3阶元素只有 c, c2，因此 c的共轭元的个
数为 [G : CG(c)] = 1或 2，即 |CG(c)| = 12或 6，故 CG(c)中必有 2阶元素 d，令 a = cd = dc，容易验证
ord a = 6，因此 G有 6阶元.
若 G有 6阶元 a，则显然 〈a〉 / G，取 b /∈ 〈a〉，bab−1 = ak，此时 G = 〈a, b〉，则

1. 若 ord b = 2，则仿照 2p阶群的讨论可知 G = D6.
2. 若 ord b = 3，则讨论可知只有 k = 1，G是 Abel群，不予考虑.
3. 若 ord b = 4，则讨论可知 k = −1，即 bab−1 = a−1，根据阶可得 b2 = a3，即 G = T .
4. 若 ord b = 6，则讨论可知 k = −1，此时 a, b地位对等，因此 b2 = a2，这将导致

a3 = b2a = a−2b2 = 1, (2.67)

与 ord a = 6矛盾.

2.6 幂零群与可解群
考虑如下群（可能具有）的性质：

1. G是自身 Sylow子群的直积.
2. 若m

∣∣|G|，则 G有m阶子群.
3. 若 |G| = mn, (m,n) = 1，则 G有m阶子群.
容易发现 1 ⇒ 2 ⇒ 3是简单的.反过来，A4满足 3但不满足 2；S3满足 2但不满足 1，而有限 Abel群、p-群

同时满足 1, 2, 3，本节将讨论满足 1或 3的群.

幂零群

设 G为群，则其中心 C(G)是 G的正规子群，记 C1(G) = C(G)，设 π1 : G→ G/C1(G)为典范映射，再令

C2(G) = π−1
1 (C(G/C(G))) ⩽ G, (2.68)

实际上有 C1(G) / C2(G) / G，首先 1C1(G) ∈ C(G/C1(G))，π(C1(G)) = 1C1(G)，故

C1(G) ⊂ π−1
1 (C(G)) ⊂ π−1(C(G/C1(G))) = C2(G), (2.69)

因此 C1(G) / C2(G)，并且

C2(G)/C1(G) = C(G/C1(G)) / G/C1(G), (2.70)

因此 C2(G) / G（根据定义易证）.以此类推，令

πk : G→ G/Ck(G), Ck+1(G) = π−1
k (C(G/Ck(G))), (2.71)

则可以得到升中心列

{1} / C1(G) / C2(G) / · · · / G, (2.72)

由此可以定义幂零群

定义 2.10 (幂零群)

♣
群 G称为幂零的，若存在 n使得 Cn(G) = G.

注 Abel群都是幂零的，因为 G = C(G) = C1(G).

命题 2.7

♠任何有限 p-群都是幂零的.
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2.6 幂零群与可解群

证明 根据推论??，p-群的中心为非平凡群，因此若 G 6= Ck(G)，则

Ck+1(G)/Ck(G) = C(G/Ck(G)) (2.73)

也是非平凡的，即必有 Ck(G) < Ck+1(G)，自然得证.

定理 2.13

♥有限个幂零群的直积是幂零的.

证明 根据归纳法，只需证明两个群直积的情形成立即可.设 G = H ×K，H,K 都幂零，只需证明对任意 i成立

Ci(G) = Ci(H ×K) = Ci(H)× Ci(K). (2.74)

根据中心的定义，易证 i = 1 时命题成立，现设 Ci(G) = Ci(H) × Ci(K)，考虑 i + 1 的情形，对于同态
π : G→ G/Ci(G)，可以分解为如下几步：

G = H ×K
φ−→ H/Ci(H)×K/Ci(K)

ϕ−→ H ×K

Ci(H)× Ci(K)
=

H ×K

Ci(H ×K)
= G/Ci(G), (2.75)

使得 π = φ ◦ ϕ，其中 ϕ = ϕH × ϕK 为各自的同态，φ为同构，因此根据定义有

Ci+1(G) = π−1(C(G/Ci(G))) (2.76)

= ϕ−1 ◦ φ−1(
H ×K

Ci(H)× Ci(K)
) (2.77)

= ϕ−1(H/Ci(H)×K/Ci(K)) (2.78)

= ϕ−1
H (H/Ci(H))× ϕ−1

K (K/Ci(K)) (2.79)

= Ci+1(H)× Ci+1(K), (2.80)

得证.

引理 2.4

♥
若 H < G，G幂零，则 H < NG(H)（真子群）.

证明 只需找到一个元素 a ∈ NG(H), a /∈ H 即可.约定 C0(G) = {1}，设 n为满足 Cn(G) < H 的最大者，任取
a ∈ Cn+1(G), a /∈ H，则 aCn(G) ∈ Cn+1(G)/Cn(G) = C(G/Cn(G))，因此对任意 h ∈ H 有

ahCn(G) = (aCn(G))(hCn(G)) = (hCn(G))(aCn(G)) = haCn(G), (2.81)

因此 a−1ha ∈ hCn(G) ⊂ H，a ∈ NG(H), a /∈ H，得证.
上面给出幂零群的等价条件.

定理 2.14

♥有限群 G幂零当且仅当它是自身 Sylow子群的直积.

证明 若G为自身 Sylow子群的直积，则显然G幂零；反之设G幂零且其自身不为 Sylow子群，P < G为 Sylow
p-子群，则 P / NG(P )，但过去证明过 NG(NG(P )) = NG(P )，因此再次使用上一条引理可知 NG(P ) = G，说
明 P / G，P 也是唯一的 Sylow p-子群，设

|G| = pn1
1 · · · pnk

k , (2.82)

P1, · · · , Pk 为对应于 p1, · · · , pk 的 Sylow子群，注意到若 x ∈ Pi ∩Pj，则 ordx|pi, ordx|pj，只有 x = 1，因
此 Pi ∩ Pj = {1}，利用相同的思路可知 P1 · · ·Pn = P1 × · · · × Pn，比较阶数可知

G = P1 · · ·Pn = P1 × · · · × Pn, (2.83)

得证.
可以看出，幂零群的等价条件是有某种分解，这种分解与有限生成 Abel群有相似之处，因此立得如下推论：
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2.6 幂零群与可解群

推论 2.10

♥
若 G为有限幂零群，且m

∣∣|G|，则 G有m阶群.

可解群

下面讨论可解群，首先定义交换子的概念.

定义 2.11 (交换子/交换子群)

♣

对于群 G，a, b ∈ G，定义 a, b的交换子为 [a, b] = aba−1b−1，由 {[a, b] : a, b ∈ G}的生成的群 G′ 称为 G

的交换子群.

正如其名，交换子刻画了元素的交换性：[a, b] = 1当且仅当 a, b可交换；交换子群刻画了群的交换性：G′ =

{1}当且仅当 G为 Abel群.

定理 2.15

♥
设 G为群，则 G′ / G，且 G/G′ 为 Abel群.对于 N / G，G/N 为 Abel群当且仅当 N 包含 G′.

证明 对于 G的自同构 f，注意到

f([a, b]) = [f(a), f(b)], (2.84)

如果考虑 τg : x 7→ gxg−1，则可知

g[a, b]g−1 = [gag−1, gbg−1] ∈ G′, (2.85)

这说明 gG′g−1 ⩽ G′，故 G′ / G.若 N / G,G/N 为 Abel群则对任意 aN, bN ∈ G/N 有 abN = baN，因此
[a, b] = aba−1b−1 ∈ N，G′ ⩽ N，得证，反过来也是容易的.

仿照升中心列，记 G(1) = G′，G(k) = (G(k−1))′ 称为 G的 k阶导群，则有

G . G(1) . G(2) . · · · . {1}, (2.86)

且任何 G(k) / G（归纳易证），由此可以定义可解群.

定义 2.12 (可解群)

♣
群 G称为可解的，若存在 n使得 G(n) = 〈e〉.

命题 2.8

♠任何幂零群都是可解的.

证明 设 G幂零，G = Cn(G)，则 G/Cn−1(G) = C(G/Ci−1(G))为 Abel群，因此

G(1) ⩽ Cn−1(G) ⩽ G, (2.87)

同理，Ci(G)/Ci−1(G) = C(G/Ci−1(G)) 为 Abel群，因此 Ci(G)
′ ⩽ Ci−1(G)，再借助一个很基本的事实：

A ⩽ B ⇒ A′ ⩽ B′ 可得

G(2) = (G(1))′ ⩽ Cn−1(G)
′ ⩽ Cn−2(G) ⩽ G, (2.88)

G(3) = (G(2))′ ⩽ Cn−2(G)
′ ⩽ Cn−3(G) ⩽ G, (2.89)

以此类推，最终可得

G(n) = (G(n−1))′ ⩽ C1(G)
′ = C(G)′ = {1}, (2.90)

故 G(n) = {1}，即 G可解.
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定理 2.16

♥

1. 任何可解群的子群/同态像都是可解的.
2. 设 N / G，则 N,G/N 可解当且仅当 G可解.

证明
1. 设 G可解，G(n) = {1}，子群的情形是显然的；设 f : G→ H 为满同态，则 f([a, b]) = [f(a), f(b)]，归纳
易证 f(G(i)) = f(G)(i) = H(i)（双边包含），故 f(G(n)) = {1} = H(n)，即 f(G) = H 可解.

2. 设 G可解，则 N 显然可解，考虑满同态 f : G→ G/N 可知 G/N 可解；反之同样考虑这一同态，G/N 可
解说明存在 n使得 f(G(n)) = (G/N)(n) = {1}，因此 G(n) ⩽ N，N 可解说明 G(n) 可解，即 G可解.

推论 2.11

♥当 n ⩾ 5时，Sn 不可解.

证明 若 Sn可解，则 An ⩽ Sn可解，但当 n ⩾ 5时 An为单群，显然 A′
n 6= {1}，因此 A′

n = An，故 An不可解，
得证.

为了将 Sylow定理在有限可解群上推广，需要做一些准备工作.

定义 2.13 (特征子群/全不变子群)

♣
H ⩽ G称为 G的特征子群（全不变子群），若对任意 f ∈ Aut(G)（f ∈ End(G)）有 f(H) ⩽ H .

引理 2.5

♥

设 N / G，G为有限群，H ⩽ G，则
1. 若 H 为 N 的特征子群，则 H / G.
2. G的任何正规 Sylow子群都是全不变的.
3. 若 G可解，N 为极小正规子群，则 N 是一个 Abel p-群.

证明
1. 考虑N 中的自同构（g ∈ G）τg : x 7→ gxg−1，则根据特征子群的定义可知 τg(H) = ghg−1 ⩽ H，故H /G，
得证.

2. 设 P 为 G的正规 Sylow p-子群，f ∈ End(G)，则由于

f(P ) ∼= P/(P ∩Ker f), (2.91)

因此 f(P )为 p-群，f(P ) ⩽ P（根据 Sylow子群的唯一性），得证.
3. 显然 N ′ / N，并且 N ′ 是 N 的全不变子群，由 1得 N ′ / G，根据 N 的极小性可得 N ′ = {1}或 N ′ = N，
N 的可解性说明 N ′ 6= N，故 N ′ = {1}，即 N 为 Abel群.
再设 P 为N 的非平凡 Sylow p-子群，则N 的交换性使得 P /N，这说明 P 是N 的特征子群，再次由 1可
得 P / G，根据 P 的非正规性可知 P = N，得证.

命题 2.9 (Hall)

♠

设 G为有限可解群，|G| = mn, (m,n) = 1，则
1. G有m阶子群.
2. G中任何两个m阶子群彼此共轭.
3. 设 k

∣∣m，则 G的任何 k阶子群都包含在一个m阶子群中.
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2.7 正规列与子正规列
上一节讨论升中心列与导群列得到了许多良好的结论，将这一概念推广，可以研究一般的正规子群列，并

且最终得到著名的 Jordan-Holder定理.

定义 2.14 (次正规列)

♣

称 G的正规子群列

G = G0 . G1 . · · · . Gn (2.92)

为 G的一个次正规列，其中 Gi . Gi+1，所有 Gi/Gi+1称为因子，真包含的个数称为长度.特别地，若每
个 Gi / G，则称之为一个正规列.

注容易发现，导群列与（有限）升中心列都是正规列.

定义 2.15 (加细)

♣

设 G = G0 . G1 . · · · . Gn 为一个次正规列，若其中可以插入一个满足 Gi+1 / N / Gi 的子群 N 得到新的
次正规列，则称该操作为一步加细.次正规列 S 的任何有限步加细称为其加细，称 S 的一个加细是真的，
若其长度大于 S.

定义 2.16 (合成列/可解列)

♣

称一个次正规列 G = G0 . G1 . · · · . Gn = {1}为一个合成列，若每个因子 Gi/Gi+1都是单群；称其为可
解列，若每个因子都是 Abel群.

若 N /G，则 G/N 的任何子群都有H/N 的形式，因此 G/N 为单群当且仅当 N 为 G的极大正规子群（即
G中真包含 N 的正规子群只有 G）.

定理 2.17

♥

1. 任何有限群 G都有合成列.
2. 可解列的任何加细仍然是可解列.
3. 一个次正规列是合成列当且仅当它没有真加细.

证明
1. 取 G的一个极大正规子群 G1，则 G/G1 是单群，若 G1 6= {1}则重复这一操作，即得合成列.
2. 设添加了 Gi+1 / N / Gi，由于 Gi/Gi+1 为 Abel群，其子群 N/Gi+1 也为 Abel群，并且

Gi/N ∼= (Gi/Gi+1)/(N/Gi+1) (2.93)

也为 Abel群，得证.
3. 次正规列是合成列当且仅当每个 Gi/Gi+1为单群，若在 Gi, Gi+1之间可以做一步加细，则必有 N / Gi使
得 N/Gi+1 / Gi/Gi+1，根据单群可知必有 N = Gi或 N = Gi+1，因此长度没有变化，不存在 proper加细
s.反之若无 proper加细 s，则添加任何 N 都不会改变长度，类似可得.
下面的命题表明，“可解列”确实与“可解”有密切联系.

定理 2.18

♥群 G可解当且仅当其有可解列.

证明 若 G可解，显然其导群列给出了一个可解列；反之若 G有可解列，则 G/G1 为 Abel群说明

G . G1 . G
(1), (2.94)
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2.7 正规列与子正规列

G1/G2 为 Abel群说明

G2 . G
′
1 . G

(2), (2.95)

以此类推可得 G(n) = {e}.

命题 2.10

♠有限群 G可解当且仅当 G存在一个合成列，其所有因子都是素数阶循环群.

证明 若 G有这样的合成列，则显然所有因子都是 Abel群，即 G有可解列，是可解群.反之若 G可解，则 G有
可解列，下面将其 refine为一个满足条件的合成列.首先取G的极大正规子群H1 .G1，若H1 6= G1，则再取H1

的极大正规子群 H2 . G1，以此类推，可得

G . H1 . · · · . Hk . G1, (2.96)

其中 G/H1,Hi/Hi+1,Hk/G1 均为单群，而 G/G1 为 Abel 群说明这里的每个因子都是 Abel群，而有限单
Abel群必然是素数阶循环群，用相同的方法处理 Gi, Gi+1，即得一个合成列，所有因子都是素数阶循环群.

定义 2.17 (次正规类的等价)

♣称 G的两个次正规列 S, T 等价，若存在 S, T 的非平凡因子间（在同构意义下）的一一对应.

注这里只要求因子的一一对应，不要求顺序.

引理 2.6

♥若 S 为群 G的合成列，则 S 的任何加细都与 S 等价.

证明 合成列无 proper加细，因此任何添加都不改变长度，因此非平凡因子不变.
下面证明一个技术性的引理

引理 2.7 (Zassenhaus)

♥

设 A,A∗, B,B∗ 为 G的子群，且 A∗ / A,B∗ / B，则
1. A∗(A ∩B∗) / A∗(A ∩B).
2. B∗(A∗ ∩B) / B∗(A ∩B).
3.

A∗(A ∩B)

A∗(A ∩B∗)
∼=

A ∩B
(A ∩B∗)(A∗ ∩B)

∼=
(A ∩B)B∗

(A∗ ∩B)B∗ . (2.97)

证明 B∗ / B 说明 (A ∩B∗) / (A ∩B)，而正规子群的乘积仍然是正规子群，因此 1,2都是易得的.
令 D = (A ∩B∗)(A∗ ∩B) / (A ∩B)，定义满射

f : A∗(A ∩B) −→ (A ∩B)/D (2.98)

ak 7−→ Dk, (2.99)

其中 a ∈ A∗, k ∈ A ∩B，注意到 a1k1 = a2k2 当且仅当 a−1
1 a2 = k1k

−1
2 ，此时

D = f(a−1
1 a2) = f(k1k

−1
2 ) = Dk1k

−1
2 , f(a1k1) = Dk1 = Dk2 = f(a2k2), (2.100)

因此 f 良定，根据 A∗ 的正规性有

f(a1k1a2k2) = f(a1a
′
2k1k2) = Dk1k2 = (Dk1)(Dk2) = f(a1k1)f(a2k2), (2.101)

故 f 为同态，因此根据同态基本定理有

A∗(A ∩B)/Ker f ∼= A ∩B/D, (2.102)
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其中 ak ∈ Ker f 当且仅当 k ∈ D，因此

Ker f = A∗(A ∩B∗)(A∗ ∩B) = A∗(A ∩B∗), (2.103)

得证，另一半同理.
如下定理说明，同群中的此正规列都是等价的，也即可以将此作为群的某种性质.

定理 2.19 (Schreier)

♥群 G的任何两个次正规列（正规列）都可以 refine为等价的次正规列（正规列）.

证明 设 G有两个次正规列

G = G0 > G1 > · · · > Gn, G = H0 > H1 > · · · > Hm, (2.104)

约定 Gn+1 = Hm+1 = {1}，则对任意 0 ⩽ i ⩽ n有

Gi = Gi+1(Gi ∩H0) > Gi+1(Gi ∩H1) > · · · > Gi+1(Gi ∩Hm) > Gi+1(Gi ∩Hm+1) = Gi+1, (2.105)

暂且不考虑其中是否有平凡元素，则添加这些元素后 G列中群个数为

(n+ 1) + (n+ 1) ∗m = (n+ 1)(m+ 1) (2.106)

同理，对 H 列添加这些元素后群个数为 (m+ 1)(n+ 1)，根据 Zassenhaus定理可得
Gi+1(Gi ∩Hk)

Gi+1(Gi ∩Hk+1)
∼=

(Gi ∩Hk)Hk+1

(Gi+1 ∩Hk)Hk+1
, (2.107)

这就建立起了两个 refine列因子之间的同构对应，抛去相同数量的平凡因子后，即得二者的加细等价.

定理 2.20 (Jordan-Holder)

♥群 G的任何两个合成列都是等价的，因此有合成列的群都能唯一确定一个正规子群列.

注该定理并不保证一般群合成列的存在性.
证明 G的任何两个合成列不能进一步 refine，但根据 Schreier两个次正规列都可以 refine为两个等价的次正规
列，因此这两个合成列是等价的.
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第 3章 环

3.1 环与理想

环的定义

环实际上是在群的基础上添加了另一种运算，并要求其中一种运算可交换的结构.

定义 3.1 (环)

♣

定义环为集合 R与其上运算 +, ·，满足：
1. (R,+)为 Abel群，(R, ·)为半群.
2. 分配律：a(b+ c) = ab+ ac, (a+ b)c = ac+ bc.

注若 (R, ·)为幺半群则称R为含幺环；若乘法也是交换的则称R为交换环.一般用 0, 1分别代表环中的加法、乘
法单位元.

定义 3.2 (零因子)

♣设环 R有非零元 a ∈ R，则称 a为左（右）零因子，若存在 b ∈ R, b 6= 0使得 ab = 0（ba = 0）.

注容易验证，环中无零因子当且仅当该环满足左、右消去律.

定义 3.3 (可逆元/单位)

♣

称 a ∈ R左（右）可逆，若存在 b ∈ R使得 ba = 1（ab = 1）.若 a同时左右可逆则称 a可逆，或者说 a

是 R中一个单位.

根据上面的定义，可以给出环论中几种重要对象的定义.

定义 3.4 (整环/除环（体）/域)

♣

定义满足 1 6= 0，且无零因子的交换环为整环；定义满足 1 6= 0，且任何非零元均可逆的环为除环（或体）；
定义交换除环为域.

定义 3.5 (环同态)

♣

设 R,S 为环，映射 f : R→ S 称为环同态，若对任意 a, b ∈ R满足

f(a+ b) = f(a) + f(b), f(ab) = f(a)f(b). (3.1)

进一步，若 f 可逆，则称 f 为环同构.

注根据环同态，同样可以定义核、像，单同态、满同态等概念.

定义 3.6 (环的特征)

♣

设 R为环，若存在 n ∈ N使得对任意 a ∈ R有 na = 0，则称其为 R的特征，记为 charR = a；若不存在
这样的 n，则称 R为零特征.

命题 3.1

♠

1. 对任意 a ∈ R有 ord a|charR.
2. 特别当 R含幺时，charR = ord 1.
3. 若 R为整环且 charR > 0，则 charR为素数.



3.1 环与理想

对于交换环，可以考虑如下同态

定义 3.7 (Frobenius自同态)

♣

设 R为交换环，charR = p为素数，定义

F : R −→ R (3.2)

a 7−→ ap, (3.3)

则 F 为 R的一个自同态，称为 Frobenius自同态.

同态是容易验证的，容易验证当 R = Zp 时，F 为一个自同构.

理想

在群中，借助正规子群可以进行商运算，但这对于环而言会有些古怪：商环借助的不是“正规子环”，而是
“理想”，并且大多情况下理想不会是一个子环（除非为整个环），下面来讨论理想.

定义 3.8 (子环)

♣设 R为环，则称 S ⊂ R为 R的子环，若其在 R中的加法、乘法下依然是一个环，记为 S ⩽ R.

定义 3.9 (理想)

♣

设 R为环，则称 I ⊂ R为 R的左（右）理想，若 (I,+) ⩽ (R,+)，并且对任意 r ∈ R, x ∈ I 都有 rx ∈ I

（xr ∈ I），这称为左（右）吸收律，称 I 为理想若其同时为左、右理想，记为 I / R.

注 R中有两个平凡理想，即 {0}, R.
理想的吸收律从定义来看非常古怪，其内涵将在讨论商环/环同态定理时揭示.

推论 3.1

♥
设 {Ai : i ∈ I}为环 R的一族理想，则

⋂
i∈I Ai 也是 R的理想.

注类似可考虑左/右理想的交.

定义 3.10 (生成的理想)

♣

设 X ⊂ R，则定义由 X 生成的理想 (X)为包含 X 的最小理想，即

(X) =
⋂

X⊂Ai◁R

Ai. (3.4)

X 中的元素称为 (X)的生成元，若 X = {x1, · · · , xn}，则 (X) = (x1, · · · , xn)称为有限生成的，仅由一个
元素生成的理想称为主理想，若环中所有理想都是主理想，则称其为主理想环（特别地，主理想整环称为 PID）.

命题 3.2

♠

设 R为环，a ∈ R,X ⊂ R，则
1. 主理想 (a)中的元素形如 ra+ as+ na+

∑r
i=1 riasi，其中 r, s, ri, si ∈ R，m ∈ N, n ∈ Z.若 R含幺，

则

(a) =

{
n∑

i=1

riasi : ri, si ∈ R,n ∈ N

}
. (3.5)

2. 若 a处于 R的中心（与所有元素可交换），则 (a) = {ra+ na : r ∈ R,n ∈ Z}.
3. Ra = {ra : r ∈ R} 为 R 的左理想，aR = {ar : r ∈ R} 为 R 的右理想. 若 a 处于 R 的中心，则
aR = Ra / R.
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3.1 环与理想

注对于不含幺的环，(a)未必包含 a.
理想之间可以进行运算，如

A+B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}, (3.6)

AB = ({ab : a ∈ A, b ∈ B}) =

{
n∑

k=1

akbk : ak ∈ A, bk ∈ B

}
(3.7)

归纳可得任意有限个理想之间的加、乘.

命题 3.3

♠

设 A1, · · · , An, A,B,C / R，则
1. A1 + · · ·+An, A1 · · ·An / R.
2. 结合律：(A+B) + C = A+ (B + C)，(AB)C = A(BC).
3. 分配律：B(A1 + · · ·+An) = BA1 + · · ·+BAn，(A1 + · · ·+An)C = A1C + · · ·+AnC.

事实上，关于有两个理想产生的新理想有如下命题:

命题 3.4

♠

设 A,B / R，则
1. A+B = (A ∪B).
2. AB ⊂ A ∩B ⊂ (A ∪B) = A+B.

商环与同构定理

下面根据理想来讨论商环.

定义 3.11 (商环)

♣

设 R为环，I / R，则定义 R/I 为商环，其中运算

(a+ I) + (b+ I) = (a+ b) + I, (a+ I)(b+ I) = ab+ I. (3.8)

作商最重要的是验证良定性，上面的加法部分是容易的（因为 (I,+) / (R,+)），因此只需要验证乘法，设
a, a′ ∈ a+ I，b, b′ ∈ b+ I，则

a′b′ − ab = a′(b′ − b) + (a′ − a)b ∈ a′I + Ib ⊂ I, (3.9)

说明 a′b′ + I = ab+ I，因此乘法是良定的.由此可以看出吸收律的效用，如果直接拆括号可得

(a+ I)(b+ I) = ab+ aI + Ib+ II ⊂ ab+ I (3.10)

注意到同态的核就是一个理想，因此仿照群同构定理，可以给出类似的环同构三定理.

定理 3.1 (第一同构定理)

♥
设 f : R→ S 为满同态，则 R/Ker f ∼= S.

定理 3.2 (第二同构定理)

♥
设 I, J / R，则 I/(I ∩ J) ∼= (I + J)/J .

定理 3.3 (第三同构定理)

♥
设 I, J / R，I < J，则 (R/I)/(J/I) ∼= R/J .
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3.1 环与理想

素理想与极大理想

整数环有如下性质：素数 p|ab蕴含 p|a或 p|b，类比这种性质，可以定义环中的素理想.

定义 3.12 (素理想)

♣理想 P / R称为素理想，若对任意 ab ∈ P，必有 a ∈ P 或 b ∈ P .

素理想的性质体现在其商环中：

定理 3.4

♥
设交换环 R中 1 6= 0，则 P 为素理想当且仅当 R/P 为整环.

证明 注意到

(a+ P )(b+ P ) = P ⇐⇒ ab ∈ P, (3.11)

因此若 P 为素理想，则可不妨设 a ∈ P，此时 a + P = P，故 R/P 为整环；反之若 R/P 为整环，则可不
妨设 a+ P = P，即 a ∈ P，故 P 为素理想.
还有一种特殊的理想，称为极大理想，它可以看作 R中某个非平凡理想链的终点.

定义 3.13 (极大理想)

♣理想M /R称为极大理想，若对任意满足M ⊂ N ⊂ R的理想 N 都有 N =M 或 N = R.

极大理想可以看作包含关系的偏序集中的极大元，因此在承认 Zorn引理的情况下，极大理想必定存在.

定理 3.5

♥非零环 R中的极大理想存在，并且任何理想都包含在一个极大理想中.

证明 对任意 A / R，考虑集合

S = {B / R : A ⊂ B 6= R}, (3.12)

A ∈ S说明则该集合非空，只需证明 S中任何链（非空全序子集）都有上界（Zorn引理）.设 {Bi : i ∈ I,Bi ∈
S}为一个非空全序子集，令

B =
⋃
i∈I

Bi, (3.13)

则对任意 a, b ∈ B，存在 i, j 使得 a ∈ Bi, b ∈ Bj，不妨设 Bi ⊂ Bj 则 a, b ∈ Bj , a− b ∈ Bj ⊂ B，吸收律同
理，因此 B为理想且 A ⊂ B 6= R（否则 1 ∈ Bi，矛盾），故 B ∈ S 为该子集的上界，根据 Zorn引理，S 中存在
极大元，该极大元就是 R中包含 A的极大理想.

命题 3.5

♠若交换环 R满足 R2 = R，则 R中任何极大理想都是素理想.

证明 设 M / R 极大，假设存在 ab ∈ M，a, b /∈ M，由于 M / M + (a),M + (b) / R，根据 M 的极大性可知
M + (a) =M + (b) = R，但 ab ∈M 说明此时 (a)(b) ⊂ (ab) ⊂M，因此

R = R2 = (M + (a))(M + (b)) ⊂M2 + (a)M +M(b) + (a)(b) ⊂M (3.14)

这与M 的极大性矛盾，得证.
与素理想类似，极大理想的性质也能体现在其商环中：
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3.2 环的积与余积

定理 3.6

♥

设M /R，1 6= 0，则
1. 若M 为极大理想，R为交换环，则商环 R/M 为域.
2. 若商环 R/M 为除环，则M 为极大理想.

证明
1. 设 a /∈M，则 a+M 6=M，M 的极大性说明 (a) +M = R，因此存在 r ∈ R,m ∈M 使得 ar+m = 1，因
此

1 +M = ra+M = (r +M)(a+M), (3.15)

故 R/M 为除环，R的交换性使得M 为域.
2. 若 R/M 为除环，则 1+M 6=M，设M ⊂ N /R，则取 a ∈ N, a /∈M，存在 b ∈ R使得 (a+M)(b+M) =

ab+M = 1 +M，这说明 ab− 1 ∈M，而 a ∈ N，因此 1 ∈ N，这说明 N = R，即M 是极大的.

推论 3.2

♥

对于交换环 R，1 6= 0，如下陈述等价：
1. R为域.
2. R无非平凡理想.
3. 0为 R的极大理想.
4. 任何非零环同态 R→ S 都是单同态.

证明 此时 R ∼= R/{0}为域当且仅当 {0}为 R的极大理想，当且仅当 R无非平凡理想；而到域的同态均为单同
态，另一方面若 4成立，假如 R存在非平凡理想，则考虑其上的商映射，导出矛盾，得证.

3.2 环的积与余积

定义 3.14 (直积)

♣
设 {Ri : i ∈ I}为环，则定义其直积为

∏
i∈I Ri.

注容易验证直积在自然乘法、加法下也为环.
容易验证，若 Ai . Ri，则

∏
i∈I Ai /

∏
i∈I Ri.

定理 3.7 (直积的泛性质)

♥
设 {Ri : i ∈ I}, S 为环，{ϕi ∈ [S,Ri] : i ∈ I}，则存在唯一同态 ϕ : S →

∏
i∈I Ri，使得 ϕi = πi ◦ ϕ.

定理 3.8

♥

设 A1, · · · , An / R使得
1. A1 + · · ·+An = R.
2. 对任意 k，Ak ∩ (A1 + · · ·+ Âk + · · ·+An) = 0.

则 R ∼= A1 × · · · × An.

证明 只需证明 R中元素可唯一表示为 A1, · · · , An 中元素和的形式即可.
讨论直积的一个重要目的是讨论中国剩余定理，这在数论中出现过，首先仿之定义同余.

定义 3.15 (同余)

♣
设 A / R，则称 a, b ∈ R模 A同余，若 a− b ∈ A，记为 a ≡ b(modA).
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3.2 环的积与余积

注容易验证，这样得到的同余也是一个等价关系，且 a1 ≡ b1(modA), a2 ≡ b2(modA)可得

a1 + a2 ≡ b1 + b2(modA), a1a2 ≡ b1b2(modA). (3.16)

定理 3.9 (中国剩余定理)

♥

设 A1, · · · , An / R，且 R2 +Ai = R,Ai +Aj = R(i 6= j)，则对于任意 b1, · · · , bn ∈ R，存在 b ∈ R使得

b ≡ bi(modAi), i = 1, · · ·n. (3.17)

注若 R含幺，则 R2 = R，此时对任意理想 I 都有 R2 + I = R.
证明 由于 A1 +A2 = A1 +A3 = R，因此

R2 = (A1 +A2)(A1 +A3) = A2
1 +A1A3 +A2A1 +A2A3 ⊂ A1 +A2A3, (3.18)

另一方面由于 R = A1 +R2，因此

R = A1 +R2 ⊂ A1 + (A1 +A2A3) = A1 +A2A3 ⊂ R, (3.19)

这说明 R = A1 +A2A3，若假设 R = A1 +A2 · · ·Ak−1 则

R2 = (A1 +A2 · · ·Ak−1)(A1 +Ak) ⊂ A1 +A2 · · ·Ak (3.20)

R = R2 +A1 ⊂ A1 +A2 · · ·Ak ⊂ R, (3.21)

即得 R = A1 +A2 · · ·Ak，因此根据归纳可得

R = A1 +A2 · · ·An, (3.22)

对于 b1 ∈ R，存在 a ∈ A1, b ∈ A2 · · ·An 使得 b1 = a+ b，令 x1 = b− a则

x1 ≡ b1(modA1), x1 ≡ 0(modAk), k = 2, · · · , n, (3.23)

对每个 1 ⩽ k ⩽ n重复上述过程，得到 xk，令 x = x1 + · · ·+ xk 满足条件，得证.
从上面的一般形式也很容易得到数论中的 CRT

推论 3.3

♥

设m1, · · · ,mn 为两两互素的正整数，则对任意 b1, · · · , bn，方程组

x ≡ bi(modmi), i = 1, · · · , n (3.24)

在模m = m1 · · ·mn 意义下有唯一解.

中国剩余定理还有如下的同态形式

推论 3.4

♥

设 A1, · · · , An / R，则存在单同态

θ : R

/ n⋂
i=1

Ai −→
n∏

i=1

R/Ai (3.25)

r +

n⋂
i=1

Ai 7−→ (r +A1, · · · , r +An) (3.26)

特别当 R2 +Ai = R，Ai +Aj = R(i 6= j)时 θ为满同态，即同构.

证明 注意到 (r +A1, · · · , r +An) = (r′ +A1, · · · , r′ +An)当且仅当对任意 i有 r − r′ ∈ Ai，即

r − r′ ∈
n⋂

i=1

Ai, (3.27)
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3.3 交换环的因子分解

故 θ为单同态，当这些理想满足更多条件时考虑同态

f : R −→
n∏

i=1

R/Ai (3.28)

r 7−→ (r +A1, · · · , r +An), (3.29)

根据中国剩余定理，对任意 (r1 +A1, · · · , rn +An)，存在 r ∈ R使得 r ≡ rk(modAk)，也即

f(r) = (r1 +A1, · · · , rn +An), (3.30)

故 f 为满同态，且此时 Ker f =
⋂n

i=1Ai，由第一同构定理可知 θ恰好为同构.

推论 3.5 (插值公式)

♥

设 F 为域，t1, · · · , tn ∈ F 两两不同，则对于任意 a1, · · · , an ∈ F，存在唯一 f(x) ∈ F [x]使得 deg f < n，
f(ti) = ai.

证明 令 Ii = (x− ti)，则根据 CRT可得.

3.3 交换环的因子分解

定义 3.16 (整除/相伴)

♣

设 R为交换环，a, b ∈ R，若存在 x ∈ R使得 ax = b，则称 a整除 b，记为 a|b，此时称 a为 b的一个因
子.若 a|b, b|a，则称 a, b相伴，记为 a ∼ b

注容易验证整除为偏序关系，相伴是等价关系.

定理 3.10

♥

设 R为交换幺环，a, b, u ∈ R则
1. a|b当且仅当 (b) ⊂ (a).
2. a ∼ b当且仅当 (a) = (b).
3. u ∈ R∗ 当且仅当对任意 r ∈ R有 u|r，当且仅当 (u) = R.
4. 若存在 r ∈ R∗ 使得 a = br，则 a ∼ b，当 R为整环时反之成立.

定义 3.17 (不可约/素元)

♣

设 R为交换幺环，则
1. 称 c ∈ R不可约，若 c = ab⇒ a ∈ R∗ ∨ b ∈ R∗.
2. 称 p ∈ R为素元，若 p /∈ R∗ ∪ {0}且 p|ab⇒ p|a ∨ p|b.

虽然在 Z中，不可约与素性等价，但二者大多是不等价的.
例 3.1在 Z6 中，2为素元，但 2 = 2 · 4说明 2可约.
例 3.2考虑 Z[

√
−5]，则其中 3, 2±

√
−5均不可约，但

3|9 = (2 +
√
−5)(2−

√
−5), (3.31)

显然 3 ∤ 2±
√
−5.

定理 3.11
设 R为整环，p, c ∈ R, p, c 6= 0，则

1. p为素元当且仅当 (p)为 R的素理想.
2. c不可约当且仅当 (c)为所有主理想集合中的极大元.
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3.3 交换环的因子分解

♥

3. R中任何素元不可约.
4. 若 R为主理想整环，则其中素性与不可约等价.
5. 不可约元（或素元）的相伴类都是不可约（或素）的.
6. R中不可约元的因子只有单位.

注意到 Z中每个元素都可以唯一分解为素数幂的乘积形式，而上面已经讨论了整环中“素元”与“不可约
元”的性质，因此可以将这种唯一分解定理提取出来，给出唯一分解整环的定义.

定义 3.18 (唯一分解整环 (UFD))

♣

称整环 R为唯一分解整环，若其满足下面的唯一分解性质：
1. R中任意非零元都能写作 a = c1 · · · cn 的形式，其中 ck 均为不可约元.
2. 若有两种分解 a = c1 · · · cn = d1 · · · dm，则必有 m = n，且存在置换 σ ∈ S(n)使得 ci ∼ dσ(i)（即
各因子差一个置换下等价）.

注事实上，上面的定义保证了 UFD中的不可约元均为素元.

定义 3.19 (最大公因子)

♣

设 R为整环，a, b ∈ R− {0}，称 d为 a, b的最大公因子，若其满足
1. d|a, d|b.
2. 若 d′|a, d′|b，则 d′|d.

记为 d ∼ gcd(a, b).特别地，若 gcd(a, b) ∼ 1，则称 a, b互素.

注
1. 一般元素的最大公因子不是唯一的，因为与 d相伴的元素也都是最大公因子，所以上面使用相伴的记号.
2. 上面的定义并不保证最大公因子的存在性.

引理 3.1

♥

设 R为整环，a, b, c ∈ R− {0}，则
1. gcd(gcd(a, b), c) ∼ gcd(a, gcd(b, c)).
2. c gcd(a, b) ∼ gcd(ca, cb).
3. 若 gcd(a, b) ∼ gcd(a, c) ∼ 1，则 gcd(a, bc) ∼ 1.

证明
1. 设 d1 ∼ gcd(a, b), d2 ∼ gcd(d1, c)，易验证 d2| gcd(a, gcd(b, c)).
2. 设 d ∼ gcd(a, b), a = da1, b = db1，则 ca = cda1, cb = cdb1，故

cd| gcd(ca, cb), (3.32)

再设 cD′ = D ∼ gcd(ca, cb), ca = cD′a2, cb = cD′b2，则由整环的性质可得 D′a2 = da1 = a,D′b2 = db1 =

b，故

D′|a,D′|b⇒ D′|d,D = cD′|cd, (3.33)

得证.
3. gcd(a, b) ∼ 1说明 gcd(ac, bc) ∼ c，显然有 gcd(a, ac) ∼ a，因此

gcd(a, bc) ∼ gcd(gcd(a, ac), bc) ∼ gcd(a, gcd(ac, bc)) ∼ gcd(a, c) ∼ 1. (3.34)
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3.3 交换环的因子分解

定义 3.20 (Noether性质)

♣

若整环环 R中的主理想升链均会终止，即若

(a1) ⊂ (a2) ⊂ · · · , (3.35)

则必有 n使得 (an) = (an+1) = · · ·，则称 R具有 Noether性质.

注这也相当于整除链 a2|a1, a3|a2, · · · 有终止.

定理 3.12

♥

整环 R的下述三条命题等价：
1. R为 UFD.
2. R满足 Noether性质且任意两元素均有最大公因子.
3. R满足 Noether性质且其中不可约元与素元等价.

证明 1 ⇒ 2：考虑一个引理：对于一个 UFD，若 b|a = upk1
1 · · · pkn

n ，则 b = vpl11 · · · plnn，且 li ⩽ ki，且所有等号
同时成立当且仅当 a ∼ b，由此可知 UFD中的理想升链必有终止，且任何对于任意两个 a, b，其最大公因子

gcd(a, b) ∼ p
min{k1,l1}
1 · · · pmin{kn,ln}

n , (3.36)

得证.
2 ⇒ 3：只需证不可约元为素元.设 p ∈ R不可约，p|ab，断言 gcd(p, a) ∼ 1, gcd(p, b) ∼ 1不可能同时发生

（否则 gcd(p, ab) ∼ 1，矛盾），不妨设 gcd(p, a) ∼ d 6∼ 1，则 p = dc ∼ d（不可约性，c为单位），故 p|a，得证.
3 ⇒ 1：依次证明分解的存在性与唯一性即可，任取非零非单位的 a ∈ R，设 X 表示 R中有不可约分解的

元素全体，易知X 对乘法封闭，若 a /∈ X，则设 a = a1b1，其中 a1, b1均为真因子且不妨设 a1 /∈ X，以此类推，
可得严格无限升链

(a) ⊂ (a1) ⊂ (a2) ⊂ · · · , (3.37)

由 Noether性质可知必有终点，即得矛盾.再证明唯一性，设

a = up1 · · · pn = vq1 · · · qm, (3.38)

其中 u ∼ v ∼ 1, pi, qj 不可约（根据条件这也为素元），由于 p1|vq1 · · · qm，不妨设 p1|q1，由于 q1不可约，故
p1 ∼ q1，因此上面的分解中可以消去 p1, q1，归纳可得m = n，且两个分解的元素成对相伴，即分解是唯一的.

推论 3.6

♥任何 PID都是 UFD.

证明 只需验证 R满足 Noether性质且素元与不可约元等价（这在前面给出过），设有理想升链

(a1) ⊂ (a2) ⊂ · · · , (3.39)

则 I =
⋃∞

i=1(ai)为理想，可设 I = (a)，而 a ∈ I 说明必然存在某个 (an)包含 a，这就是升链的终点.
事实上，也可以证明 PID中任意两元素均有最大公因子，只需注意到

(a) + (b) = (gcd(a, b)) (3.40)

即可.

命题 3.6

♠

设 R为含幺交换环，则
1. 若 d ∼ gcd(a1, · · · , an)，则存在 x1, · · · , xn使得 d = a1x1+· · ·+anxn当且仅当 (d) = (a1)+· · ·+(an).
2. 若 R为 PID，则 d ∼ gcd(a1, · · · , an)当且仅当存在 x1, · · · , xn 使得 d = a1x1 + · · ·+ anxn.
3. 若 R为 UFD，则最大公因子存在.
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3.4 商环与局部化

定义 3.21 (欧式环)

♣

若环 R上存在映射 ϕ : R− {0} → N，满足
1. 对任意 a, b ∈ R, ab 6= 0有 ϕ(a) ⩽ ϕ(ab).
2. 对任意 a, b ∈ R, b 6= 0，存在 q, r ∈ R使得 a = qb+ r，且必有 r = 0或 r 6= 0, ϕ(r) < ϕ(b).

则称 R为欧式环，若 R还为整环则称其为欧式整环.

欧式整环也可如下定义

定义 3.22 (欧式整环 (ED))

♣

若整环 R上存在映射 ϕ : R→ N，满足：
1. ϕ(x) = 0 ⇔ x = 0.
2. 对任意 a, b ∈ R, b 6= 0，存在 q, r ∈ R使得 a = qb+ r并且 ϕ(r) < ϕ(b).

则称 R为欧式整环.

可以看出，欧式整环其实就是可作“带余除法”的环，这种带余除法被抽象为了 Euclid函数 ϕ.
例 3.3 Z为 ED，函数 ϕ(x) = |x|.
例 3.4若 F 为域，则 F [x]为 ED，函数 ϕ(f(x)) = deg f .
例 3.5 Z[i]为 ED（也被称为 Gauss整环），函数 ϕ(a+ bi) = |a+ bi| = a2 + b2.
对任意 β = a+ bi 6= 0, α = c+ di，设

α

β
= u+ iv, u, v ∈ Q, (3.41)

则可取 u1, v1 ∈ Z使得 |u− u1|, |v − v1| ⩽ 1/2，令 q = u1 + iv1 则

γ = α− qβ ∈ Z[i], (3.42)

则

|γ|2

|β|2
=

∣∣∣∣αβ − q

∣∣∣∣2 ⩽ 1

2
, (3.43)

即 α = qβ + γ 满足条件.

定理 3.13

♥所有 ED均为 PID.

证明 设 R为 ED，I / R，记集合 ϕ(I) ⊂ N的极小元为 m，即存在 b ∈ I 使得 ϕ(b) = m，下证 I = (b)，显然
(b) ⊂ I，对任意 a ∈ I 作带余除法 a = qb + r，由于 r = a − qb ∈ I，因此必有 r = 0（否则 ϕ(r) < ϕ(b) = m，
与m的最小性矛盾），故 a = qb ∈ (b)，即 I ⊂ (b)，得证.

3.4 商环与局部化

定义 3.23 (可乘)

♣称环 R的非空子集 S 是可乘的，若 S 关于乘法封闭.

注环 R中可逆元素的全体 R∗ 是可乘的；整环 R中非零元素的全体 R − {0}也是可乘的；若 P 为交换环 R的
素理想，则 P,R− P 都是可乘的.

商环的思想来自于有理数的构造，任何有理数都能表示为两个整数的商，即可以使用 Z× Z∗表示所有有理
数.此外，不同表示之间可以进行约分，即考虑等价关系

a

b
∼ c

d
⇐⇒ ad− bc = 0, (3.44)
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3.4 商环与局部化

这时就有

Q ∼= Z× Z∗/ ∼, (3.45)

由此也可以给出 Z到 Q的嵌入：a 7→ a/1.

定理 3.14

♥

设 S 为交换环 R的可乘集，则 R× S 上的关系

(r, s) ∼ (r′, s′) ⇐⇒ ∃s1 ∈ S : s1(rs
′ − r′s) = 0 (3.46)

是一个等价关系.特别地，若 R无零因子且 0 /∈ S，则

(r, s) ∼ (r′, s′) ⇐⇒ rs′ − r′s = 0. (3.47)

在上述定理的基础上，R× S 中的元素 (r, s)可表示为 r/s，R× S/ ∼也记为 S−1R.

定理 3.15

♥

设 S 为交换环 R的可乘集，则
1. S−1R是一个交换幺环，其中加法与乘法定义为

r

s
+
r′

s′
=
rs′ + r′s

ss′
,

r

s
· r

′

s′
=
rr′

ss′
. (3.48)

2. 若 R无零因子且 0 /∈ S，则 S−1R为整环.
3. 若 R无零因子且 S = R− {0}，则 S−1R为域.

上面的 S−1R称为 R关于 S的商环（或分式环）；若 R为整环，S = R−{0}，则 S−1R为域，它称为 R的
分式域，记为 FracR，特别的 FracR = Q，这时有一个自然的嵌入 n 7→ n/1，对于一般的环有

定理 3.16

♥

设 S 为交换环 R的可乘集，则
1. 映射 ϕS : R→ S−1R, r 7→ rs/s为一个单同态，且 ϕS(S) ⊂ S∗.
2. 若 S 中无零因子，则 ϕS 为单同态，即任何整环都可以被嵌入到其商域中.
3. 若 R含幺，S = R∗，则 ϕS 为同构，特别的，域 F 的分式域同构于自身.

证明 (3).注意到对任意 r/s ∈ S−1R有
r

s
= ϕS(rs

−1). (3.49)

即得同构.
下面的定理说明，分式环可以借助某种“泛性质”定义.

定理 3.17

♥

设 S 为交换环 R 的可乘集，T 为交换幺环，f : R → T 为一个同态且 f(S) ⊂ T ∗，则存在唯一同态
f̄ : S−1R→ T 满足 f̄ ◦ ϕS = f .

证明 注意到良定的同态

f̄ : S−1R −→ T (3.50)

r/s 7−→ f(r)f(s)−1 (3.51)

满足条件 f = f̄ ◦ ϕS .假设还有另一个同态 g : R−1S → T 满足 f = g ◦ ϕS，则对任意 r/s ∈ R−1S 有

g(r/s) = g(ϕS(r)ϕS(s)
−1) = g(ϕS(r))g(ϕS(s))

−1 = f(r)f(s)−1 = f̄(r/s), (3.52)

故 g = f̄ .
如果固定 S,R，将所有 (f, T )视为范畴C的对象，这里 T 为交换幺环，f 为 R到 T 的同态且将 S 映到 T ∗
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3.5 多项式环与形式幂级数

中，C中的态射由同态 g : T1 → T2 诱导，满足

g(f, T1) = (g ◦ f, T2), (3.53)

那么上面的定理实际上说明 (ϕS , S
−1R)为该范畴中的一个始对象.

推论 3.7

♥

设 R为整环，将其视为自身分式域 F 的子环，则若 E 为域且 f : R → E 是一个同态，则存在唯一同态
f̄ : F → E 使得 f̄

∣∣
R
= f .特别的，任何包含 R的域 E1 都包含一个域 F1

∼= F .

下面讨论分式环中的理想.

定理 3.18

♥

设 S 为交换环 R的可乘集，则
1. 若 I . R，则 S−1I = {a/s : a ∈ I, s ∈ S} . S−1R.
2. 若 I, J / R，则

S−1(I + J) = S−1I + S−1J (3.54)

S−1(IJ) = (s−1I)(S−1J) (3.55)

S−1(IJ) = S−1I ∩ S−1J. (3.56)

定理 3.19

♥设 S 为交换环 R的可乘集，I / R，则 S−1I = S−1R当且仅当 S ∩ I 6= ∅.

引理 3.2
♥

3.5 多项式环与形式幂级数

定义 3.24 (多项式环)

♣

设 R为环，x为变元，定义 R上的多项式环为

R[x] = {anxn + · · ·+ a0 : ai ∈ R, an 6= 0}. (3.57)

其中有自然的加法与乘法.

注
1. 多项式环的加法是自然的，但乘法并不那么自然，设

(anx
n + · · ·+ a0)(bmx

m + · · ·+ b0) = cpx
p + · · ·+ c0, (3.58)

其中 ck =
∑k

i=0 aibk−i，注意这里的系数的次序.
2. 若 R为交换幺环，则 R[x]也是.
3. 进一步可以定义多元多项式环 R[x1, · · · , xn] ∼= R[x1] · · · [xn].
多项式在许多地方都出现过，可能更多的是在分析中作为多项式函数出现，这实际上说明多项式环上存在

一类非常重要的赋值同态.

定义 3.25 (赋值同态/代入同态)
设 R,E 为交换幺环，R ⊂ E，取 c ∈ E，可定义赋值同态

φc : R[x] −→ E (3.59)
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3.6 多项式环的分解

♣

f(x) 7−→ f(c), (3.60)

可记 Imφc = R[c].

3.6 多项式环的分解
设 D为 UFD，K 为 FracD，本节讨论 D[x]上的因子分解.

定义 3.26 (容积/本原多项式)

♣
设 f(x) = anx

n + · · ·+ a0，称 Cf ∼ gcd(an, · · · , a0)为 f 的容积.特别当 Cf ∼ 1是称 f 为本原多项式.

对任意 f ∈ D[x]，可知存在 g ∈ D[x]使得 f = Cfg，容易证明这里的 g就是本原多项式.

命题 3.7

♠

1. 设 f ∈ D[x]，deg f > 0，则存在本原多项式 g ∈ D[x]使得 f = cg(x)，且 c, g在相伴意义下唯一.
2. 设 ϕ ∈ K[x]，则存在 f(x)为本原多项式，a, b ∈ D, gcd(a, b) ∼ 1使得 ϕ(x) = (a/b)f(x)，且 a, b, f

在相伴意义下唯一.

证明
1. 设 f(x) = cg(x) = c′h(x)，则 Cf ∼ cCg ∼ c′Ch，故 Cg ∼ Ch，故 g ∼ h.
2. 记

ϕ(x) =
rn
sn
xn + · · ·+ r0

s0
(3.61)

=
r

s
f1(x) (3.62)

=
rCf1

s
f(x), (3.63)

消去公因子可以得到满足条件的表达.若存在另一种表达，即

ϕ(x) =
c

d
g(x) =

a

b
f(x), gcd(c, d) ∼ gcd(a, b) ∼ 1, (3.64)

由此可得 bcg(x) = adf(x)，由本原得到 bc ∼ ad，根据对称性只需验证 c|a，事实上

gcd(c, d) ∼ 1 ⇒ gcd(ac, ad) ∼ a, (3.65)

而显然 c|ac, c|ad，故 c| gcd(ac, ad) ∼ a，得证.

引理 3.3 (Gauss)

♥
若 f, g ∈ D[x]为本原多项式，则 f(x)g(x)也为本原多项式.

证明 若 fg非本原，则取 Cfg 的素因子 p，设

f(x) = anx
n + · · ·+ a0, g(x) = bmx

m + · · ·+ b0, (3.66)

则 fg的 k次项系数为
∑

i+j=k aibj，设

p|a0, · · · , ai−1, p ∤ ai, p|b0, · · · , bj−1, p ∤ bj , (3.67)

f, g本原说明这样的 i, j 必定存在，容易验证 p不整除 xi+j 的系数.

命题 3.8

♠
设 f ∈ D[x], deg f > 0，则 f 在 D[x]中不可约当且仅当 f 为本原多项式（即在K[x]中不可约）.
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3.6 多项式环的分解

证明 设 f 在 D[x]中不可约，若 f 在K[x]中可约，则设

f(x) =
a1
b1

a2
b2
f1(x)f2(x), (3.68)

其中 f1, f2 为本原，故 f1f2 为本原，即得 a1a2 ∼ b1b2，故 f ∼ f1f2，矛盾.
反之若 f 在 K[x]不可约，若 f(x) = g(x)h(x)，则由其在 K[x]中的不可约性有 g, h中至少一个次数为 0，

不妨设 g = a ∈ D，则由本原性可知 a ∼ 1.

命题 3.9

♠
设 f, g ∈ D[x]为本原多项式，则在 D[x]中 f ∼ g当且仅当在K[x]中 f ∼ g.

定理 3.20

♥
设 D为 UFD，则 D[x]也为 UFD.

证明 任取非零非单位的 f ∈ D[x]，若 f ∈ D则显然有分解；若 deg f > 0则不妨设 f 本原（否则先根据容积分
解），首先在K[x]中分解为不可约因子乘积

f(x) = ϕ1(x) · · ·ϕn(x) (3.69)

=
a

b
g1(x) · · · gn(x), (3.70)

其中 g1, · · · , gn 为本原，由此可得 u = a/b ∈ U(D)，且在 D[x]中 g ∼ g1 · · · gn，因此

f(x) = ug1(x) · · · gn(x), (3.71)

得证.再证明唯一性，设

f = up1 · · · pmg1(x) · · · gn(x) = vq1 · · · qm′h1(x) · · ·hn′(x), (3.72)

其中 u, v ∈ U(D), pi, qj 在 D中不可约，gi, hj 在K[x]中不可约（为本原），则易知

up1 · · · pm ∼ vq1 · · · qn, (3.73)

由 D 的 UFD性质可知上面的分解是唯一的，另外由于 K[x]为 UFD，因此 n = n′，且可以调次序使得在
K[x]中 gi ∼ hi，因此在 D[x]中 gi ∼ hi，得证.

定义 3.27 (根)

♣
设 R ⊂ E（为交换幺环），称 c ∈ E 为 f(x) ∈ R[x]的根，若 f(c) = 0.

注借助带余除法可知这等价于 f(x) = (x− c)g(x)，若 f(x) = (x− c)mg(x)且 g(c) 6= 0，则称 c为 f 的m重根.

定义 3.28 (形式导数)

♣

设 R ⊂ E 为整环，定义 f(x) = a0 + · · ·+ anx
n ∈ R[x]的形式导数为

f ′(x) = a1 + · · ·+ nanx
n−1. (3.74)

注容易验证，形式导数也满足线性性、乘法原理/Leibniz法则.

命题 3.10

♠

设 R ⊂ E 为域，f(x) ∈ R[x], c ∈ E，则
1. 若 charR = 0，则 c为 f 的m重根当且仅当

f(c) = f ′(c) = · · · = f (m−1)(c) = 0, f (m)(c) 6= 0. (3.75)

2. 若在 R[x]中 gcd(f, f ′) ∼ 1，则 f 在 E 中无重根；尤其若 charR = 0且 f 不可约，则 f 无重根.

只证明 2.
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3.6 多项式环的分解

证明 若 f 在 E中有重根 c，则 f, f ′在 E[x]中有非平凡公因子，由此可得 f, f ′在R[x]中也有非平凡公因子，与
R[x]中 gcd(f, f ′) ∼ 1矛盾.

定理 3.21 (Eisenstein判别法)

♥

设 D为 UFD，f(x) = anx
n + · · ·+ a0 ∈ D[x]，若 f 本原，素元 p满足

p|a0, · · · , an−1, p ∤ an, p2 ∤ a0, (3.76)

则 f(x)不可约.
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第 4章 域扩张与 Galois理论

4.1 域扩张基本理论

命题 4.1

♠
设 D为 PID，p ∈ D不可约，则 (p)为极大理想.

推论 4.1

♥
设K 为域，K[x]为 PID，设 f(x) ∈ K[x]不可约，则 (f(x))在K[x]中极大，故K[x]/(f(x))为域.

定义 4.1 (域扩张)

♣
设K 为域 L的子域，则称 L为K 的扩域，可简记为 L/K.

域扩张有很多例子，比如最熟悉的 Q ⊂ R ⊂ C；多项式 x3 − 5在 Q[x]中不可约，因此 Q[x]/(x3 − 5)也是
域，如果考虑映射（嵌入映射复合商映射）

Q −→ Q[x] −→ Q[x]/(x3 − 5), (4.1)

因此 Q[x]/(x3 − 5)也可以看作 Q的扩域，事实上扩域也可看作线性空间，因此有时候可以计算维数

dimQ Q[
√
2] = 2, dimQ Q[x]/(x2 − 3) ⩽ 3. (4.2)

还有一种作域扩张的方法，是考虑商域，即

Q ⊂ Q[x] ⊂ Q(x) = {[f(x)
g(x)

] : g 6= 0}. (4.3)

下图给出了一些常见域之间的关系：

定义 4.2 (生成多项式环)

♣

设 L/K 为域扩张，u1, · · · , un ∈ L，称

K[u1, · · · , un] = {
∑

ai1···inu
i1
1 · · ·uinn : a ∈ K, ik ∈ N} (4.4)

为 u1, · · · , un 生成的多项式环.

注这实际上是K[x]中赋值同态的像.

定义 4.3 (生成扩域)

♣

设 L/K为域扩张，u1, · · · , un ∈ L，定义K(u1, · · · , un)为包含 u1, · · · , un的最小的扩域，称为 u1, · · · , un
生成的扩域.特别的，若 L = K(u1, · · · , un)，则称 L为有限生成的；更特别的，当 n = 1时称 L为单扩
张.

生成多项式环与生成扩域之间有关系

K(u1, · · · , un) = FracK[u1, · · · , un], (4.5)

有时候二者相等，比如 Q[
√
2] = Q(

√
2)，也有时不相等，比如 Q[x2] 6= Q(x2).

定义 4.4 (代数元/超越元)

♣

设 L/K, u ∈ L，若存在 f(x) ∈ K[x], f(x) 6= 0使得 f(u) = 0，则称 u为K 上的代数元，否则称 u为超越
元.

例 4.1
√
2是 Q(

√
2)的代数元；t在 Q[t]/(t3 − 5)是代数元；π为 Q中的超越元.
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定义 4.5 (代数扩张/超越扩张)

♣
若 L/K，L中每个元素在K 上代数，则称 L/K 为代数扩张，否则称为超越扩张.

定义 4.6 (无限/有限扩张)

♣

若 L/K，则可以将 L视为 K-线性空间，称 [L : K] = dimK L为扩张次数，若 [L : K] < ∞则为有限扩
张，否则为无限扩张.

命题 4.2

♠
若 L/K 为有限扩张，则 L/K 为有限生成扩张.

证明 可取 L/K 基 u1, · · · , un，以其线性组合唯一表示 L的元素，因此

L = K(u1, · · · , un). (4.6)

命题 4.3

♠
若 L/K 为有限扩张，则必为代数扩张.

证明 设 dimK L = n <∞，则任取 u ∈ L，1, u, u2, · · · , un 线性相关，故存在 u的零化多项式 f(x) ∈ K[x].
借助上述命题，可以很方便地判别代数扩张.对于域扩张的次数，也有类似群论中 Lagrange定理的结论

定理 4.1

♥

设 E/L/K 为域扩张，则 E/K 有限当且仅当 E/L,E/K 均有限，且

[E : K] = [L : K][E : L]. (4.7)

证明 若 E/K 有限，则 L/K 为 E/K 的有限子线性空间，故 [L : K] ⩽ [E : K] <∞，考虑 E/K 的基有

E = SpanK(u1, · · · , un) = SpanL(u1, · · · , un) (4.8)

故 [E : L]有限.反之若 [E : L], [L : K]有限，则设

E = SpanL(u1, · · · , un), L = SpanK(v1, · · · , vm), (4.9)

那么必然有

E = SpanL(uivj : 1 ⩽ i ⩽ n, 1 ⩽ j ⩽ m), (4.10)

故 [E : L]有限，这些元素的线性无关性也易得.
为讨论有限扩张，可以先从单扩张开始.

定理 4.2

♥

设 L = K(u)为单扩张，
1. 若 u为超越元，则K(u) ∼= K(x)不可约，这里K(x) = FracK[x].
2. 若 u为代数元，则存在唯一的不可约多项式 f(x) ∈ K[x]使得 f(u) = 1，且

K(u) ∼= K[x]/(f(x)), [K(u) : K] = deg f. (4.11)

注对于代数元的情形，该多项式称为 u在K 中的的极小多项式.
证明

1. 考虑赋值同态 φu : K[x] → L, φu(f) = f(u)，u的超越性说明 Kerφu = {0}，而 Imφu = K[u]，考虑分式
域K(x)，根据泛性质，存在唯一同态 φ̃u : K(x) → L使得 φ̃u ◦ ϕK = φu，注意到 Im φ̃u = K(u) = L，故

Kerφu = {0} ⇒ Ker φ̃u = {0} ⇒ K(u)/Ker φ̃u ∼= Im φ̃u = K(u). (4.12)

49



4.1 域扩张基本理论

得证.
2. 同样考虑赋值同态 φu，u为代数元说明存在多项式零化 u，故 φu 6= {0}，K[x]为 PID说明存在 f(x)使得

Kerφu = (f(x))，其中 f 首一，由同态基本定理有

K[x]/(f(x)) ∼= K[u], (4.13)

k[u]为整环说明 (f(x))为K[x]的素理想，即 f 为素元，同时不可约，故 (f(x))为极大理想，因此K[u]为
域，故K[u] ∼= K(u)，最后计算扩张次数，设 n = deg f，则 (1, x̄, · · · , x̄n−1)是K[x]/(f(x))的一个无关张
成组，故 [K(u) : K] = n.

推论 4.2

♥

设 L/K 为域扩张，u1, · · · , un ∈ L为 K 上的代数元，则 K(u1, · · · , un)/K 为有限扩张，从而是代数扩
张，且K(u1, · · · , un) = K[u1, · · · , un].

证明 令 L0 = K,Li = K(u1, · · · , ui)，则 Li+1 = Li(ui+1)，ui+1 是 L1 ⊃ K 上的代数元，故 [Li+1 : Li] < ∞，
因此

[K(u1, · · · , un) : K] = [Ln : K] = [Ln : Ln−1] · · · [L2 : L1][L1 : L0] <∞. (4.14)

推论 4.3

♥
设 E/L,L/K 为代数扩张，则 E/K 为代数扩张.

证明 取 u ∈ E 为 L上的代数元，则存在 f(x) = xn + αn−1x
n−1 + · · · + α0 ∈ L[x]使得 U 在 K(α1, · · · , αn−1)

上代数，故

K(α1, · · · , αn−1, u)/K (4.15)

为有限扩张，进而是代数扩张.

定义 4.7 (代数闭域)

♣

设K 为域，称之为代数闭域，若其满足如下等价条件之一：
1. K[x]中次数大于等于 1的多项式都在K 中有根.
2. K[x]中次数大于等于 1的多项式都可以分解为一次因式乘积（即不可约元只有一次多项式）.
3. K 无非平凡代数扩张.

定理 4.3

♥

设K 为域，则有
1. 存在性：存在代数扩张K/K，且K 为代数闭域.
2. 极大性：若 L/K 为代数扩张，则存在嵌入 η : L→ K，使得。。。。
3. 唯一性：若 K̃/K 为代数封闭的代数扩张，则 K̃ ∼= K.

证明 存在性：考虑集合 {L : L/K为代数扩张}，则集合的包含关系是该集合中的偏序关系，根据 Zorn引理，其
中任何链都有极大元K（易验证任何链的上界为其并），易证K 为代数闭域.

4.1.1 有限域

若 F 为有限域，则其特征必然非零，进一步可证明其特征为素数，这是因为存在同态

φ : Z −→ F (4.16)

n 7−→ n · 1F (4.17)

根据整数环的性质可知存在 p，使得 Kerφ = (p)，故 p · 1F = 0，即得 charF = p，并且根据同态基本定理
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有嵌入 Zp ↪→ F，也就是说 F 必然包含一个 p元子域，在后文中将用记号 Fp 代替 Zp（事实上，容易证明所有
的 p元域均同构），这说明 F 为 Fp的一个扩域，并且 F 的有限性说明这是一个有限扩张，若设 [F : Fp] = r，则
存在 v1, · · · , vr ∈ F 张成整个 F，简单计数可得 |F | = pr.

命题 4.4

♠有限域 F 的元素个数必为素数的幂次.

我们很自然会考虑，反过来是否成立？即是否对任意素幂都有 pr 元域？考虑如下定理.

定理 4.4

♥

设 Fp 的代数闭包为 Ωp，q = pr，则
1. Fq = {x ∈ Ωp : xq = x}为包含 Fp 的 q元域，并且是 Ωp 中唯一的 q元域，进一步有

Ωp =
⋃
n⩾1

Fpn . (4.18)

2. F∗
q 为循环群，若记 F∗

q = 〈α〉，则 Fq = Fp(α)，
3. 若K 为 q元域，则K ∼= Fq .
4. 若考虑 Aut(Fq)，则 σp : a 7→ ap ∈ Aut(Fq)，并且 Aut(Fq) = 〈σp〉为 r阶循环群.

证明
1. 由于多项式 xq − x在 Ωp 中无重根，故 Fq 恰好包含其 q = pr 个根，并且显然 Fp ⊂ Fq .下证该集合为域，
即证明其为交换幺环且非零元可逆，显然 1, 0 ∈ Fq，对任意 a, b ∈ Fq 有

(a+ b)q = aq + bq = a+ b, (ab)q = aqbq = ab, (4.19)

故对加法、乘法封闭，a ∈ Fp 非零，则

(a−1)q = (aq)−1 = a−1, (4.20)

说明 a−1 ∈ Fq，故 Fq 为包含 Fp的 q元域.假设 F 也为 Ωp的 q元域，则其中元素必然是多项式 xq − x的
根，故 F = Fq .由于 Ωp/Fq,Fq/Fp均为代数扩张，故 Ωp/Fp为代数扩张，对任意 a ∈ Ωp，设 a在 Fp中的
次数为 n，则 Fp(a)/Fp 为 n次扩张，因此 Fp(a) = Fpn，故

Ωp =
⋃
n⩾1

Fpn . (4.21)

2. |F∗
q | = pr − 1 = pα1

1 · · · pαs
s 且为 Abel群，设有分解

F∗
q = G1 × · · · ×Gs, (4.22)

这里 Gi为 pαi
i 阶群（也就是素因子 pi的不变因子分解的直和），也即对任意 g ∈ Gi有 gp

αi
i = 1，但是 F∗

q

中方程 xp
αi−1

i = 1至多有 pαi−1
i 个根，因此 Gi 中必有 pαi

i 阶元，故 Gi
∼= Zp

αi
i
，同理可证其余 G也为循

环群，并且 G1, · · · , Gs 阶两两互素，因此 F∗
q 为循环群.若设 F∗

q = 〈α〉，则

Fq = {0, 1, α, α2, · · · , αpr−1}, (4.23)

故 Fq = Fp(α).
3. 设K 也为 q元域，考虑其代数闭包 Ω′，则K 也为 Ω′中的唯一的，包含 Fp的 q元域，设 xq − x在 Ω′中
的根为 β，则 Fp(β)是一个 Ω′ 中的 q元域，故K = Fp(β)，即有同构

K ∼= Fp[x]/(x
q − x) ∼= Fq, (4.24)

得证.
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4.1.2 分裂域

定义 4.8 (分裂域)

♣

设 E/F 为扩域，f(x) ∈ F [x]，若 f 在 E 中的不可约因子均为一次多项式，则称 f(x)在 E 中分裂；若
f(x)在任何 E,F 的中间域中都不能分裂，则称 E 为 f 的分裂域.

定理 4.5

♥
设 F 为域，f(x) ∈ F [x]为非常值多项式，则 f 存在分裂域，并且它们在同构意义下唯一.

证明 存在性：对 f 的次数归纳，deg f = 1的情形是平凡的.设命题对所有 deg f < d的 f 成立，则对 deg f = d，
存在域 B使得 f 在 B中有根 α1，即 f 在 B有分解 f(x) = (x−α1)g(x)，这里 deg g = d− 1，根据归纳假设，g
（关于 B）存在分裂域 E1，且在 E1 中有分解

g(x) = (x− α2) · · · (x− αk), (4.25)

即 f 在 B(α2, · · · , αk)中分裂，并且不能在更小的域中分裂（否则与 E1 的极小性矛盾），故

B(α2, · · · , αk) = F (α1, · · · , αk) (4.26)

为 f 的分裂域，得证.
在证明唯一性之前，先考虑一些分裂域的性质.

推论 4.4

♥
设 E 为 f(x) ∈ F [x]的分裂域，则 E/F 为有限扩张，从而是代数扩张.

推论 4.5

♥
设 f(x) ∈ F [x]为非常值多项式，E 为其分裂域，deg f = d，则 d|[E : F ]且 [E : F ] ⩽ d!.

为了证明唯一性，需要考虑一些同构的延拓.

引理 4.1

♥

设σ0 : F1 → F2为一个域同构，f1(x) ∈ F1[x]不可约，f2(x) = σ0(f(x)) ∈ F2[x]，且Ei = Fi(αi), f(αi) = 0，
则 σ0 可以延拓为（或者说唯一诱导出）域同构 σ : E1 → E2 的域同构，使得 σ(α1) = α2.

推论 4.6

♥

设 f(x) ∈ F [x]不可约，α1, α2 为 f 的两个根，Ei = F (αi)，则存在唯一同构 σ : E1 → E2 使得 σ(α1) =

α2, σ|F = Id.

定理 4.6

♥

设 σ0 : F1 → F2为一个域同构，f1(x) ∈ F1[x]不可约，f2(x) = σ0(f(x)) ∈ F2[x]，E1, E2分别为 f1, f2的
分裂域，则 σ0 可以延拓为域同构 σ : E1 → E2.

证明 设 f1 在 F1[x]中分解为 k 个不可约因子之积，令 dF (f1) = deg f1 − k，，当 dF (f1) = 0时结论显然成立
（这时 Ei = Fi, σ = σ0），若 dF (f1) > 0，则其存在次数大于 1的不可约因子 g1(x)，设 α1, α2 分别为 g1, g2 在
E1, E2 中的根，则根据延拓定理，σ0 可以先延拓为域同构

σ1 : F1(α1) → F2(α2), σ1(α1) = α2, (4.27)

设 Bi = Fi(αi)，则 f1(x) ∈ F [x] ⊂ B[x]，这时 dB(f1) < dF (f1)，Ei 可以看作 Bi[x]上 f 的分裂域，因此
由归纳假设，σ1 可以延拓为域同构 σ : E1 → E2，得证.
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推论 4.7

♥
设 f(x) ∈ F [x]，则 f 的任何分裂域均相互同构.

4.2 正规、可分、Galois扩张

定义 4.9 (正规扩张)

♣
称代数扩张 E/F 为正规扩张，若任何在 E 中有根的多项式 f(x) ∈ F [x]都在 E 中分裂.

注容易验证正规扩张的另一个等价定义：任意 α ∈ E 在 F 中的极小多项式mα(x)在 E 中分裂.

定义 4.10 (可分性)

♣

1. 称 f(x) ∈ F [x]为可分多项式，若其任意不可约因子都没有重根.
2. 设 E/F 为代数扩张，称 α ∈ E 为可分元，若其在 F 中的极小多项式mα(x)可分.
3. 称代数扩张 E/F 为可分扩张，若任何 α ∈ E 都是可分元.

下面定义 Galois理论的重要概念：Galois群与固定子域.

定义 4.11 (Galois群)

♣

设 E/F 为代数扩张，定义该扩张的 Galois群为

Gal(E/F ) = {σ ∈ Aut(E) : σ|F = Id}. (4.28)

注有时 Gal(E/F )也记作 AutF (E)，表示固定 F 中元素的 E 上的自同构.

定义 4.12 (固定子域)

♣

设 E 为域，G ⩽ Aut(E)，则定义该子群的固定子域为

Fix(G) = {u ∈ E : σ(u) = u, ∀σ ∈ G}. (4.29)

注事实上，当 G仅为 E 的子集时，作相同定义得到的 Fix(G)也是一个域.
容易验证，Galois群确实是一个子群，固定子域也确实是域.另外由定义可以看出，Galois群与固定子域存

在互逆关系，它们有如下性质

命题 4.5

♠

设 F, F1, F2 ⩽ E,G,G1, G2 ⩽ Aut(E)，则
1. 若 G1 ⩽ G2 则 Fix(G1) ⩾ Fix(G2)；若 F1 ⩽ F2 则 Gal(E/F1) ⩾ Gal(E/F2).
2. F ⩽ Fix(Gal(E/F ))，G ⩽ Gal(E/Fix(G)).
3. Gal(E/Fix(Gal(E/F ))) = Gal(E/F ), Fix(Gal(E/Fix(E/F ))) = Fix(E/F ).

证明
1. 这是显然的.
2. 这是显然的.
3. 令 G = Gal(E/F )，由 2直接得到

Gal(E/F ) ⩽ Gal(E/Fix(Gal(E/F ))), (4.30)

另一方面

F ⩽ Fix(Gal(E/F )) ⇒ Gal(E/F ) ⩾ Gal(E/Fix(Gal(E/F ))), (4.31)

故 Gal(E/Fix(Gal(E/F ))) = Gal(E/F )，另一个同理.
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当上面的不等式取等时，则称该扩张为 Galois扩张.

定义 4.13 (Galois扩张)

♣
设 E/F 为代数扩张，若 Fix(Gal(E/F )) = F，则称 E 为 F 的 Galois扩张.

下面的目标是证明 Galois基本定理（FTGT），它建立了扩张 E/F 中间域与 G = Gal(E/F )的子群间的对
应，架起了域论与群论之间的桥梁.

定义 4.14 (Galois共轭集)

♣

设E/F 为代数扩张，α ∈ E，则 {σ(α) : σ ∈ Gal(E/F )}称为 α的（Galois）共轭集，其中元素称为（Galois）
共轭元.

引理 4.2

♥

设 E/F 为代数扩张，H = {σ ∈ Gal(E/F ) : σ(α) = α}，则 H ⩽ G = Gal(E/F )且 α的共轭元的个数为
[G : H].

证明 显然H ⩽ G，令 G作用于 α的共轭集上，则H 恰好为 α的稳定子群，且每个轨道对应一个共轭元，而轨
道个数 |Oα| = [G : Gα] = [G : H]，得证.

引理 4.3

♥

设 E/F 为 Galois 扩张，α ∈ E，则 α 在 E 中共轭元个数有限，若设为 α = α1, · · · , αr，则 mα(x) =

(x− α1) · · · (x− αr).

证明 由于mα ∈ F [x]，并且对任意 σ ∈ Gal(E/F )，σ(α)也为mα 的根，因此 α的共轭元个数有限，并且 σ实
际上作了这些共轭元的一个置换.设

nα(x) = (x− α1) · · · (x− αr), (4.32)

则 σ(nα(x)) = nα(x)，也即 σ 固定了 nα 的每个系数，σ 的任意性说明 Gal(E/F ) 固定 nα 的系数，而
Fix(Gal(E/F )) = F 说明 nα(x) ∈ F [x].并且每个 αi也都是mα的根，因此 x− αi|mα，故 nα|mα，根据mα的
极小性可知 nα = mα，得证.

推论 4.8

♥
设 E/F 为 Galois扩张，α ∈ E，则 [F (α) : F ]等于 α在 E 中的共轭元个数.

证明 注意到 [F (α) : F ] = degmα，根据上一条引理即得.
下面的定理给出了有限扩张情形下的重要结论.

定理 4.7

♥

设 E/F 为有限扩张，则下述命题等价：
1. E/F 为 Galois扩张.
2. E/F 为正规可分扩张.
3. E 为某个可分多项式 f(x) ∈ F [x]的分裂域.

证明 1 ⇒ 2 :对任意 α ∈ E，根据前述引理有 mα(x) = (x − α1) · · · (x − αr)，这里 α1, · · · , αr 为 α的共轭元，
因此mα 分裂且无重根，即 E/F 为正规可分扩张.

2 ⇒ 3 :设 E = F (β1, · · · , βm)，f(x) = mβ1
(x) · · ·mβm

(x)，则 f 可分（其任何不可约因子都是某个mβk
的

因子，由扩张的可分性即得），并且 E 恰好为 f 的分裂域（f 分裂当且仅当每个mβk
分裂），得证.

3 ⇒ 1 :对 [E : F ]归纳，当 [E : F ] = 1时E = F,Gal(E/F ) = {Id}，E/F 显然为Galois扩张.设 [E : F ] < n
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的扩张均为 Galois扩张，考虑 [E : F ] = n的情形.设 E 为可分多项式 f(x) ∈ F [x]的分裂域，作不可约分解

f(x) = f1(x) · · · fk(x), fi(x) ∈ F [x], (4.33)

并不妨设 deg f1 > 1，α = α1 为 f1（在 E 中）的一个根，则 f1(x) ∈ F [x]为 α的极小多项式（因为不可
约），f 的可分性保证 f1的根 α1, · · · , αr 两两不同，并且 f1同时为每一个 αi的极小多项式，根据延拓定理，对
每个 αi，IdF 可以延拓为同构

σi : F (α1) → F (αi), σ(α1) = αi, (4.34)

而E可以看作每个F (αi)的代数扩张，因此 σi可以进一步延拓为E的自同构，仍记为 σi，则 σi ∈ Gal(E/F ).
注意到 [E : F (α)] < [E : F ]，根据归纳假设，E/F (α)为 Galois扩张，即

F (α) = Fix(Gal(E/F (α))) ⇒ B = Fix(Gal(E/F )) ⩽ Fix(Gal(E/F (α))) = F (α), (4.35)

下证 B = F，根据固定子域的性质可知 F ⩽ B，而 B ⩽ F (α)说明 B(α) = F (α).设 m̃α(x) ∈ B[x]为 α在
B中的极小多项式，则 m̃α|mα = (x− α1) · · · (x− αr)，前面得到的 σi ∈ Gal(E/F )满足 σi(α) = αi，根据固定
子域的定义有

σi|B = IdB ⇒ σi ∈ Gal(E/B) ⇒ m̃α(αi) = σi(m̃α(α)) = 0, (4.36)

即 x− αi|m̃α(x)，因此mα|m̃α，即mα = m̃α，这说明

[F (α) : F ] = degmα = deg m̃α = [B(α) : B] = [F (α) : B], (4.37)

故 F = B，得证.

4.3 Galois基本定理
本节将证明首个重要定理：Galois基本定理，首先作一些准备工作.

定义 4.15 (特征标 (character))

♣群 G到域 F 的乘群中的同态 σ : G→ F ∗ 称为 G在 F 中的特征标.

注特别当 G = F ∗ 时，F ∗ 在 F 上的特征标包括了 F 的自同态.

定义 4.16 (相关性)

♣

称一组特征标 σ1, · · · , σn线性相关，若存在不全为零的 a1, · · · , an ∈ F 使得 a1σ1 + · · ·+ anσn = 0（这里
的 0表示将所有 g ∈ G映为 0 ∈ F 的映射，注意它不是 G的一个特征标），反之称其无关.

定理 4.8 (Dirichlet)

♥设 σ1, · · · , σn 为 G在 F 中两两不同的特征标，则它们线性无关.

证明 对n归纳，当n = 1时命题显然成立，设命题对小于n的情形均成立，考虑n的情形，设 a1σ1+· · ·+anσn = 0，
只需证明每个 ai均为 0，若不然，不妨设 a1 6= 0，由于这些 σi两两不同，因此存在 x ∈ G使得 σ1(x) 6= σn(x)，
而对任意 y ∈ G有

a1σ1(y) + · · ·+ anσn(y) = 0, (4.38)

a1σ1(xy) + · · ·+ anσn(xy) = a1σ1(x)σ1(y) + · · ·+ anσn(x)σn(y) (4.39)

= 0, (4.40)

对上式乘 σn(x)，与下式相减即得

a1(σ1(x)− σn(x))σ1(y) + · · ·+ an−1(σn−1(x)− σn(x))σn−1(y) = 0, (4.41)
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根据归纳假设，σ1, · · · , σn−1 线性无关，因此上面的系数均为 0，即得 a1(σ1(x) − σn(x)) = 0，矛盾，故
σ1, · · · , σn 线性无关.

定理 4.9

♥

设 Σ = {σ1, · · · , σn} 为由域 E 的自同构构成的有限群，令 F = Fix(Σ)，则 [E : F ] = n，也即 [E :

Fix(Σ)] = |Σ|.

证明 设 r = [E : F ]，我们将分别证明 n ⩽ r和 n ⩾ r.
Step 1.若 r < n，则取 E/F 的基 e1, · · · , er，此时线性方程组

a1σ1(e1) + · · ·+ anσn(e1) = 0

· · ·

a1σ1(er) + · · ·+ anσn(er) = 0

(4.42)

有非零解 (a1, · · · , an)，对任意 e =
∑r

k=1 bkek ∈ E（bk ∈ F）有
n∑

i=1

aiσi(e) =

n∑
i=1

ai

r∑
k=1

bkσi(ek) (4.43)

=

r∑
k=1

bk

n∑
i=1

aiσi(ek) (4.44)

= 0, (4.45)

故 a1σ1 + · · ·+ anσn = 0，与 Dirichlet定理矛盾，故 n ⩽ r.
Step 2.若 r > n，由于 Σ为群，故不妨设 σ1 = IdE，取 E 中的 F -线性无关组 e1, · · · , en+1，则方程

a1σ1(e1) + · · ·+ an+1σ1(en+1) = 0

· · ·

a1σn(e1) + · · ·+ an+1σn(en+1) = 0

(4.46)

有非零解，设 (a1, · · · , an+1)为所有非零解中具有最少非零元者，不妨设其中仅 a1, · · · , as 不为 0，再不妨
设 as = 1，这里 ai 并不全在 F 中（否则 e1, · · · , en 线性相关，与前面 n + 1元组的无关性矛盾），因此不妨设
a1 /∈ F，则有

a1σi(e1) + · · ·+ σi(es) = 0, ∀1 ⩽ i ⩽ n, (4.47)

a1 /∈ F = Fix(Σ)说明存在 σk ∈ Σ使得 σk(a1) 6= a1，而 Σ群的性质说明存在 σj 使得 σj = σk ◦ σi，因此用
σk 作用上式可得

σk(a1)σj(e1) + · · ·+ σj(es) = 0, ∀1 ⩽ j ⩽ n, (4.48)

将上面两组等式中下标对应的等式相减即得

(a1 − σk(a1))σi(e1) + · · ·+ (as−1 − σk(as−1))σi(es−1) = 0, ∀1 ⩽ i ⩽ n, (4.49)

若设 bi = ai − σk(ai)，则 (b1, b2, · · · , bs−1, 0, · · · , 0)为前面方程的非零解，且具有更少的非零元，矛盾.

推论 4.9

♥

1. 若有限群 G ⩽ Aut(E)，则 Gal(E/Fix(G)) = G.
2. 设 G1, G2 ⩽ Aut(E)且不相同，则 Fix(G1),Fix(G2)也不相同.

证明
1. 根据定义显然有 G ⩽ Gal(E/Fix(G))，反之假设存在 σ ∈ Gal(E/Fix(G)), σ /∈ G，则根据前面的定理（以
及其前一半结论）可得

n = |G| = [E : Fix(G)] ⩾ [E : Fix(G ∪ {σ})] ⩾ |G ∪ {σ}| = n+ 1, (4.50)
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矛盾.
2. 注意到 Gi = Gal(E/Fix(Gi))，则

Fix(G1) = Fix(G2) ⇔ Gal(E/Fix(G1)) = Gal(E/Fix(G2)) ⇔ G1 = G2, (4.51)

即得.

引理 4.4

♥
设 H ⩽ G ⩽ Aut(E)，σ ∈ G，则 σ(Fix(H)) = Fix(σHσ−1).

证明 显然 σ(Fix(H)) ⩽ Fix(σHσ−1)，而对任意 a ∈ Fix(σHσ−1), h ∈ H，都有

σhσ−1(a) = a⇔ h(σ−1(a)) = σ−1(a) (4.52)

故 σ−1(a) ∈ Fix(H), a ∈ σ(Fix(H))，即得 Fix(σHσ−1) ⊂ σ(Fix(H))，得证.

定理 4.10 (Galois基本定理 (FTGT))

♥

设 E/F 为有限 Galois扩张，G = Gal(E/F )，则
1. E/F 的中间域 B 与 G的子群 GB 之间存在一一对应：B = Fix(GB), GB = Gal(E/B).
2. 设 E ⊃ B ⊃ F，则 B/F 为正规扩张当且仅当GB /G，并且此时 B/F 为 Galois扩张，Gal(B/F ) ∼=
G/GB = Gal(E/F )/Gal(E/B).

3. 对每个中间域 B，[B : F ] = [G : GB ]且 [E : B] = |GB |.

证明
1. 对任意 H ⩽ G，Fix给出了一个映射

Γ : {G的子群} −→ {E/F中间域}, (4.53)

前面证明过 Fix(H1) = Fix(H2)当且仅当H1 = H2，因此 Γ为单射，另外对任意中间域B，Gal(E/B) ⩽ G，
而 E/F 为 Galois扩张说明 E/B为 Galois扩张，因此 B = Fix(Gal(E/B))，故 Γ为满射.综上所述，即建
立了子群与中间域的一一对应.

2. 若 GB / G，则根据上一条引理，对任意 σ ∈ G有

σ(B) = Fix(σGBσ
−1) = Fix(GB) = B, (4.54)

因此对任意 α ∈ B,mα(x) ∈ F [x]，σ(α) ∈ B，E/F 的正规性说明 mα 的根 α = α1, · · · , αr ∈ E，根据延
拓定理，对每个 αi，IdF 可以延拓为同构

σi : F (α1) → F (αi), σi(α1) = αi, (4.55)

因此 αi = σi(α1) ∈ B，故这 r个根均在 B 中，即 B/F 为正规扩张.
进一步，σ(B) = B 实际上诱导出了一个良定的群同态

R : Gal(E/F ) −→ Gal(B/F ) (4.56)

σ 7−→ σ|B (4.57)

显然R为满射，并且

KerR = {σ : σ|B = IdB} = Gal(E/B) = GB , (4.58)

因此根据同态基本定理可得

G/GB = Gal(E/F )/Gal(E/B) ∼= Gal(B/F ). (4.59)

反之若 B/F 为 Galois扩张，则 B必然为某个可分多项式 f(x) ∈ F [x]的分裂域，设 β1, · · · , βr 为 f 的根，
则 B = F (β1, · · · , βr).f ∈ F [x]说明对任意 σ ∈ G有 σ(f(x)) = f(x)，因此 σ作了这 r个根的置换，这也
说明了 σ(B) = B，根据上一条引理有 Fix(σGBσ

−1) = Fix(GB)，因此 GB = σGBσ
−1，即 GB / G.
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3. E/F 为 Galois扩张说明 E/B 为 Galois扩张，因此

B = Fix(Gal(E/B)) ⇒ [E : B] = |Gal(E/B)| = |GB |, (4.60)

而另一方面 [E : F ] = [E : B][B : F ], |G| = |GB |[G : GB ]，因此 [B : F ] = [G : GB ].
对于两个中间域，可以定义共轭的概念，并且这种概念很好的反映到了群的共轭上.

定义 4.17 (共轭)

♣
设 E/F 为代数扩张，则称两个中间域 B1, B2 共轭，若存在 σ ∈ Gal(E/F )使得 σ(B1) = B2.

命题 4.6

♠

设 E/F 为有限 Galois扩张，则两个中间域 B1, B2共轭当且仅当 GB1
, GB2

共轭，特别的，B的共轭类仅
有一个元素当且仅当 GB / G.

下面延续 FTGT，讨论一些结论.

定义 4.18

♣

设 E/F 为 Galois扩张，B 为中间域，设 QB = {σ : B → B′为同构 : E/B′/F, σ|F = IdF }，由于任意
σ0 ∈ QB 可以延拓为 σ ∈ Gal(E/F )，因此可以定义映射

Λ : QB −→ {σGB : σ ∈ G} (4.61)

σ0 7−→ [σ] = σGB (4.62)

命题 4.7

♠

1. 上面定义的映射 Λ为良定的双射.
2. Gal(B/F ) = QB 当且仅当 GB / G，或者说 B/F 为 Galois扩张，这时 Λ : QB → G/GB 为群同构.

证明
1. 首先证明良定性，设 σ0有两种延拓 σ, σ′，则它们在 B上的限制均为恒同映射，也即 σ−1 ◦σ′|B = IdB，因
此 σ−1 ◦ σ′ ∈ GB，也即 [σ] = [σ′]，得证.
再证明 Λ为双射，Λ(σ0) = Λ(τ0)当且仅当 τ−1σ ∈ GB，即

τ−1 ◦ σ|B = IdB ⇒ σ|B = τ |B ⇒ σ0 = τ0, (4.63)

故 Λ为单射，对任意 σ ∈ G，σ0 = σ|B 都为同构，因此 Λ(σ0) = [σ]，即 Λ为满射，得证.
2. Gal(B/F ) = QB 当且仅当对任意 σ0 ∈ QB，σ0(B) = B，即 GB / G，这当然也等价于 B/F 为 Galois扩
张.GB 的正规性说明

Λ(τσ) = τσGB = (τGB)(σGB) = Λ(τ)Λ(σ), (4.64)

即 Λ为同构.

命题 4.8

♠

设 E/F 为 Galois扩张，B1, B2 为中间域，则
1. B1B2 = Fix(GB1

∩GB2
).

2. B1 ∩B2 = Fix(〈GB1
, GB2

〉).

证明
1. σ ∈ GB1 ∩GB2 说明 σ|B1 = IdB1 , σ|B2 = IdB2，因此 σ|B1B2 = Id|B1B2；反之若 σ固定 B1B2，则它显然
固定 B1, B2，即 σ ∈ GB1

∩GB2
，因此

Gal(E/(B1B2)) = GB1 ∩GB2 ⇒ B1B2 = Fix(GB1 ∩GB2). (4.65)
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2. 对任意 β ∈ B1 ∩ B2，它必然被所有 σ ∈ GB1 ∪ GB2 固定，因此 β ∈ Fix(〈GB1 , GB2〉)；另一方面对任意
β ∈ Fix(〈GB1

, GB2
〉)，它必然被 GB1

, GB2
固定，因此

β ∈ Fix(GB1) ∩ Fix(GB2) = B1 ∩B2. (4.66)

得证.

命题 4.9

♠

设 E/F 为 Galois扩张，则 E 是某个可分多项式 f(x) ∈ F [x]的分裂域，而 G = Gal(E/F )同构于 f(x)

的根的一个置换群.特别当 f 不可约时，G同构于 f(x)根的一个可迁置换群.

注称 G在集合 S 上的作用是可迁的，若对任意 si, sj ∈ S，存在 σ ∈ G使得 σ(si) = sj，或者说 S 中所有元素
均在同一轨道上.
证明 设 α1, · · · , αd ∈ E为 f 的根，则对任意 σ ∈ Gal(E/F )，σ(αi)也为 f 的根，故Gal(E/F )实际上置换了这
些根.若 f 不可约，则每个 αi /∈ F，因此同构 σ0 : F (αi) → F (αj), σ0(αi) = αj , σ0|F = IdF 可以延拓为 E 的自
同构 σ ∈ Gal(E/F )，故作用是可迁的.

推论 4.10

♥

设 E 为可分多项式 f(x) ∈ F [x]的分裂域，其不可约分解为 f(x) = f1(x)
e1 · · · fk(x)ek，设 deg fi = di，

则 Gal(E/F )同构于 Sd1
× · · · × Sdk

的某个子群.特别地若设 deg f = d，则 Gal(E/F )同构于 Sd 的某个
子群.

定理 4.11

♥

设 E/F 为 d 次 Galois 扩张，则 G = Gal(E/F ) 同构于 Sd 的某个可迁子群，并且 G 有子群 H 使得
[G : H] = d.

证明 这里先使用后面将证明的结论：有限可分扩张必为单扩张，则存在 α ∈ E使得 E = F (α)，并且 E为不可
约多项式 mα(x)的分裂域，而 d = [E : F ] = [F (α) : F ] = degmα(x)，故 Gal(E/F )同构于 Sd 的某个可迁子
群.

4.4 Galois理论的应用

4.4.1 对称函数与对称群

设D为域，则 E = D(x1, · · · , xd)表示其上的 d元有理函数域，而其中在 Sd作用下不变的元素构成对称函
数域.

定义 4.19 (对称函数域)

♣

E 在 Sd 作用下的固定子域称为 d元对称函数域，即

F = Fix(Sd) = {f(x1, · · · , xd) ∈ E : f(xσ(1), · · · , xσ(d)) = f(x1, · · · , xd), ∀σ ∈ Sd}. (4.67)

F 中的多项式称为对称多项式.

根据定义 F = Fix(Sd)，而 Sd ⩽ Aut(E)说明 Gal(E/Fix(Sd)) = Sd，因此 F = Fix(Gal(E/F ))，E/F 为
Galois扩张，借助这一观察可以给出如下命题.

引理 4.5

♥

1. 设 G为有限群，则存在 Galois扩张 E/B 使得 Gal(E/B) ∼= G.
2. 存在 Galois扩张 E/B 使得 Gal(E/B) ∼= G，这里 E,B 为 C的子域.
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证明
1. 设 |G| = d，根据Caylay定理，G同构于某个置换群（即Sd的子群），因此取E = D(x1, · · · , xd)，B = Fix(G)，
则 E/B 为 Galois扩张且 Gal(E/B) ∼= G.

2. 设D = Q，t1, · · · , td为 C中线性无关的超越元，则 Q(x1, · · · , xd) ∼= Q(t1, · · · , td)，令 E = Q(t1, · · · , td)，
B = Fix(G)可得 E/B 正规以及 Gal(E/B) ∼= G.

定义 4.20 (基本对称多项式)

♣

基本对称多项式 s1, · · · , sd ∈ D(x1, · · · , xd)定义为

sk =
∑

1⩽i1<···<ik⩽d

xi1 · · ·xik , k = 1, 2, · · · , d. (4.68)

例 4.2当 d = 4时

s1 = x1 + x2 + x3 + x4, (4.69)

s2 = x1x2 + x1x3 + x2x3 + x2x4 + x3x4, (4.70)

s3 = x1x2x3 + x1x2x4 + x1x3x4 + x2x3x4, (4.71)

s4 = x1x2x3x4. (4.72)

可以证明，任何对称函数都能由对称多项式表示，即

引理 4.6

♥
d元对称函数域 F = D(s1, · · · , sd).

证明 设 B = D(s1, · · · , sd) ⊂ F，由于每个 si都被 Sd固定，由于 [E : F ] = |Sd| = d!，故 [E : B] ⩾ d!，由于 E

为可分 d次多项式

f(x) = (x− x1) · · · (x− xd), (4.73)

的分裂域，因此 [E : B] = |Gal(E/B)| ⩽ d!，即得 [E : B] = d!, F = B.

引理 4.7

♥
设单项式 y = x12x

2
3 · · ·xd−1

d ，则 E = F (y).

证明 由于 Sd 中固定 F (y)的只有恒同映射，因此 |Gal(E/F (Y ))| = 1，由 FTGT可得

[F (y) : F ] = [Sd : Gal(E/F (Y ))] = d! = [E : F ], (4.74)

因此 E = F (Y ).

推论 4.11

♥

任何 f(x1, · · · , xd) ∈ E 可以唯一表示为

f(x1, · · · , xd) =
d!−1∑
i=0

gi(s1, · · · , sd)yi, (4.75)

其中 y = x12x
2
3 · · ·xd−1

d ，gi(s1, · · · , sd)为关于 s1, · · · , sd 的有理函数.

引理 4.8

♥
设单项式 y = x12x

2
3 · · ·xd−1

d ，并定义 yσ = x1σ(2) · · ·x
d−1
σ(d)，则 {yσ : σ ∈ Sd}为 E/F 的一组基.

证明 由于这一组元素有 d!个，因此只需证明其线性无关.对 d归纳，d = 1时命题显然成立，假设对 d− 1成立，
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考虑 d的情形，设 ∑
σ∈Sd

cσ(x1, · · · , xd)yσ = 0, (4.76)

其中 cσ(x1, · · · , xd) ∈ F，通过去分母，可以设每个 cσ 均为多项式且无公因子.设

Hi = {σ ∈ Sd : σ(i) = i}, i = 1, 2, · · · , d, (4.77)

记前面的和为 S，则有分解 S = S1 + · · ·+ Sd，其中

Si =
∑
σ∈Hi

cσ(x1, · · · , xd)yσ, (4.78)

而每个 Si = S′
i + S′′

i，记 H ′
i = {σ ∈ Hi : xi ∤ cσ},H ′′

i = {σ ∈ Hi : xi|cσ}则

S′
i =

∑
σ∈H′

i

cσ(x1, · · · , xd)yσ, S′′
i =

∑
σ∈H′′

i

cσ(x1, · · · , xd)yσ, (4.79)

考虑 S 中 x1 的次数，除 S1 外，每项中 x1 的次数至少为 1，因此

S′
1 =

∑
σ∈H′

1

cσ(x1, · · · , xd)yσ = 0, (4.80)

而上面的每个求和项都不含 x1，因此可令 x1 = 0得到

0 =
∑
σ∈H1
x1∤cσ

cσ(0, x2, · · · , xd)yσ (4.81)

=

∑
σ∈H1
x1∤cσ

cσ(0, x2, · · · , xd)xσ(3) · · ·xd−2
σ(d)

xσ(2) · · ·xσ(d), (4.82)

根据归纳假设，{xσ(3) · · ·xd−2
σ(d)}为 D(x2, · · · , xd)/F̃ 的一组基，因此这里的每个 cσ(0, x2, · · · , xd) = 0，而

它们赋值前都不含 x1 因子，因此 cσ(x1, · · · , xd) = 0，也即 H ′
1 = ∅,H ′′

1 = H1，类似可得 H ′
i = ∅,H ′′

i = Hi.
考虑和 S′′

1，其中每个 cσ 都被 x1 整除，而它为对称多项式，因此也被 x2, · · · , xd 整除，也即它们都整除
x1, · · · , xd，这对 S′′

2 , · · · , S′′
d 亦然，这说明所有的 cσ 有公因子 x1 · · ·xd，这与一开始的选取矛盾，得证.

由于 F = D(s1, · · · , sd)，并且 E 中元素可被 {yσ}线性表示，因此可得推论

推论 4.12

♥

任何 f(x1, · · · , xd) ∈ E 可唯一表示为

f(x1, · · · , xd) =
∑
σ∈Sd

hσ(s1, · · · , sd)yσ, (4.83)

其中 yσ = x1σ(2) · · ·x
d−1
σ(d)，hσ ∈ D(s1, · · · , sd).

我们已经证明了 F = D(s1, · · · , sd)，因此 F 中的元素可以被基本对称多项式表示，事实上这种表示是唯一
且“直接”的.

定理 4.12

♥
对任意 f(x1, · · · , xd) ∈ F，存在唯一 e(s1, · · · , sd) ∈ D(s1, · · · , sd)使得 f(x1, · · · , xd) = e(s1, · · · , sd).

注这一命题在已有结论 F = D(s1, · · · , sd)下并不是平凡的，因为还没有证明 s1, · · · , sd 是线性无关的.
证明
上面的结论可以加强

定理 4.13

♥

对任意多项式 f(x1, · · · , xd) ∈ F，存在唯一 e(s1, · · · , sd) ∈ D[s1, · · · , sd] 使得 f(x1, · · · , xd) =

e(s1, · · · , sd).

61



4.4 Galois理论的应用

证明
最后以 Newton公式结尾：

定理 4.14 (Newton恒等式)

♥

设 s1, · · · , sd 为基本对称多项式，ti = xi1 + · · ·+ xid，则对任意 k = 1, 2, · · · 有

tk − s1tk−1 + s2tk−2 + · · ·+ (−1)k−1sk−1t1 + (−1)kksk = 0. (4.84)

4.4.2 可分扩张

本小节继续讨论可分扩张，首先是关于多项式单根的一些命题.

引理 4.9

♥

设 E/F 为域扩张，α ∈ E 为代数元，f(x) ∈ F [x]非零且 f(α) = 0，则 α为 f 的单根当且仅当 f(α) =

0, f ′(α) 6= 0.

证明 设 f(x) = (x − α)g(x)，则 f ′(x) = (x − α)g′(x) + g(x)，即 f ′(α) = g(α)，因此若 α 为 f 的单根，则
f ′(α) = g(α) 6= 0；反之若 f ′(α) 6= 0则 g(α) 6= 0，因此 x− α ∤ g(x)，即 α为 f 的单根.

命题 4.10

♠

设 f(x) ∈ F [x]不可约，若 f ′(x) 6= 0，则 f(x)可分.进一步有
1. 若 charF = 0, f(x) ∈ F [x]不可约且 f ′(x) 6= 0，则 f 可分.
2. 若 charF = p, f(x) ∈ F [x]不可约，则 f 可分（f ′(x) 6= 0）或存在 g(x) ∈ F [x]使得 f(x) = g(xp).

证明 设 E为 f 的分裂域，α ∈ E为 f 的根，则 f 不可约说明 f(x) = mα(x)，并且 f ′(α) 6= 0（否则与极小性矛
盾），故 α为 f 的单根，因此 f 可分.charF = p的情形也是显然的.
回忆定义，称 E/F 称为可分扩张，若对任意 α ∈ E，mα(x) ∈ F [x]均可分，借助上面的命题可得

推论 4.13

♥若 charF = 0，则 F 的任何代数扩张均可分.

证明 设 E/F 为代数扩张，则对任意 α ∈ E，mα(x) ∈ F [x]无重根，因此 E/F 可分.

定义 4.21 (完全域 (perfect field))

♣称域 F 为完全域，若其任何代数扩张均为可分扩张.

前面的推论说明，任何零特征域均为完全域，下面给出一个 p特征域的完全性判别法，首先考虑一个引理.

引理 4.10

♥
设 charF = p，a ∈ F, a /∈ F p，则对任意 t ⩾ 1，f(x) = xp

t − a ∈ F [x]不可约.

证明 作不可约分解 f(x) = g1(x) · · · gk(x) ∈ F [x]，设 g1(α) = 0, E = F (α)，则 g1(x) = mα(x)，进一步

f(x) = xp
t

− a = (x− α)p
t

∈ E[x], (4.85)

由于每个 gi(x)|f(x)，因此 gi均为 x−α的幂，故 g1|gi，将上面的讨论对 g2, · · · , gk进行，则可知 g1 = · · · =
gk = g，即 f(x) = g(x)k，因此

f(x) = (x− α)p
t

= (x− α)jk, (4.86)

设 j = ps, k = pt−s，若 t− s 6= 0则

g(x) = (x− α)p
s

∈ F [x] ⇒ g(x)p
t−s−1

= (x− α)p
t−1

= xp
t−1

− αpt−1

∈ F [x], (4.87)
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因此 b = αpt−1 ∈ F，此时 bp = αpt

= a，与 a /∈ F p 矛盾，因此 t = s, k = 1，即 f = g不可约.

定理 4.15

♥
F 为完全域当且仅当 charF = 0或 charF = p且 F = F p = {ap : a ∈ F}.

证明 设 E/F 为代数扩张，若 charF = p, F = F p，则对任意 α ∈ E,mα(x) ∈ F [x]，若 m′
α 6= 0，则 mα 可分；

若m′
α = 0则设mα(x) =

∑k
i=0 cix

ip，由于 F = F p，存在 dpi = ci，即

mα(x) =

k∑
i=0

cix
ip =

k∑
i=0

(dix
i)p =

(
k∑

i=0

dix
i

)p

, (4.88)

这与mα 的不可约性矛盾，故 E/F 可分.
反之设 F 为完全域，charF = p，假设存在 a ∈ F, a /∈ F p，则考虑多项式 f(x) = xp − a ∈ F [x]，由引理可

得 f(x)不可约，设 α为 f 的根，则 f(x) = (x− α)n，它有重根，与 F (α)/F 的可分性矛盾.

推论 4.14

♥任何有限域都是完全域.

证明 设 F 为有限域，charF = p，考虑 Frobenius自同态 Φ : F → F,Φ(a) = ap，则 ImΦ = F p ⩽ F，对任意
a, b ∈ F，a 6= b说明 Φ(a)− Φ(b) = Φ(a− b) 6= 0，故 Φ为单射，即 |ImΦ| = |F |, F p = F，即 F 为完全域.

4.4.3 有限域

本小节将借助 FTGT讨论有限域的结构，一个非常有用的工具是 Frobenius自同态.

定理 4.16

♥

设 p为素数，r为正整数，则
1. 存在 pr 阶域 Fpr，并且在同构意义下唯一.
2. 设 s|r，则 Fpr 包含唯一的 ps 阶子域；若 s ∤ r则 Fpr 中不存在 ps 阶子域.
3. 设 E = Fpr , F = Fps , s|r，则 Gal(E/F ) ∼= Zr/s，由 Ψ = Φs生成，这里 Φ为 Frobenius同构；特别
的，若 s = 1，则 Gal(E/F )为 r阶循环群，由 Φ生成.

证明
1. 设 q = pr, f(x) = xq − x ∈ Fp[x]，再设 F 为 f(x)的分裂域，令 g(x) = xq−1 − 1，则 f ′(x) = −1说明 f 无
重根，deg f = q = pr 说明 F 中至少有 q个元素，令D = {a ∈ F : aq = a}，则容易验证D ⊂ F 为域，并
且 f 在 D中分裂，故 F = D = Fq .另一方面，若 B 也为 q 元域，则 |B∗| = q − 1，因此 B∗ 中元素均为
f(x)的根，即 B 也为 f 的分裂域，而分裂域在同构意义下唯一，故 Fq 也是唯一的.

2. f 无重根说明 f 为可分多项式，而 Fq 为该可分多项式的分裂域，因此 Fq/Fp 为 Galois扩张，可计算出

|Gal(Fq/Fp)| = [Fq : Fp] = r, (4.89)

考虑 Frobenius 同态 Φ ∈ Aut(Fq)，由 Fermat 小定理可知 Φ|Fp
= IdFp

，因此 Φ ∈ Gal(Fq/Fp)，注意
到 Φr = IdFq，并且对任意 s < r 有 Φs 6= IdFq（否则 Fq 中元素均为 xp

s − x 的根，显然矛盾），因此
Gal(Fq/Fp)为由 Φ生成的 r阶循环群，再借助 FTGT，其余结论是易得的.

推论 4.15

♥

设 F = Fps，f(x) ∈ F [x]为 n次不可约多项式，r = ns，则 E = Fpr 为 f 的分裂域，并且 Gal(E/F ) =

Zn = 〈Ψ〉 = 〈Φs〉.

证明 设 α为 f 的根，E0 = F (α)，则 [E0 : F ] = deg f = n，即得 E0 = Fpns = Fpr，设 E ⊃ E0为 f 的分裂域，
下证 E = E0.由于 E0/F 为 Galois扩张，因此它是一个正规可分扩张，f(x) ∈ F [x]在 E0 有根，故在 E0 分裂，
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即得 E = E0.
上面的结果也可以直接得到，显然 Gal(E0/F ) = 〈Ψ〉，因此 α为 f 的根说明 Ψ(α), · · · ,Ψn−1(α)也是 f 的

根，因此 f 在 E0 中分裂.

推论 4.16

♥

1. 对任意 p, s, n，存在 n次不可约多项式 f(x) ∈ Fps [x].
2. 设

k(ps, n) = |K| = #

{
1 ⩽ k ⩽ pns − 1 :

pns − 1

gcd(k, pns − 1)
不整除pms−1, ∀m|n,m 6= n

}
, (4.90)

则 Fps [x]中的 n次不可约多项式共有 k(ps, n)/n个.

证明
1. 取 F ∗

pns 的生成元 α0，则 Fpns = Fps(α0)，因此 f(x) = mα0(x) ∈ Fps [x]为 n次不可约多项式.
2. 断言

k(ps, n) = |K′| = #{α ∈ Fpns : α /∈ E, ∀E ⊊ Fpns , E 6⊃ Fps}, (4.91)

任取 α = αk
0 ∈ F ∗

pns，则 ordα|pns − 1，而 Fpns 的包含 Fps 的子域为 Fpms，这里m|n.α ∈ Fpms 当且仅当

ordα =
pns − 1

gcd(k, pns − 1)

∣∣∣∣pms − 1 ⇒ K′ = {αk
0 : k ∈ K}, (4.92)

故断言得证.由于

Fps(α) = Fpns ⇔ α ∈ K′ ⇔ degmα = n, (4.93)

此时 f(x) = mα(x)就是一个满足条件的多项式（并且容易验证所有满足条件的多项式都有这种形式），进
一步，每个 f(x)|xns − x，故无重根；两两 f1, f2均为极小多项式故无相同根，上面已知 k(ps, n)表示这些
根的个数，因此 k(ps, n)/n就表示这些多项式的个数.
最后再讨论一下 k(ps, n).

引理 4.11

♥

1. k(ps, n) ⩾ ϕ(pns − 1)，这里 ϕ为 Euler函数.
2. 若 n为素数，则 k(ps, n) = pns − ps.
3. 对任意 n ∈ N有

k(ps, n) =
∑
d|n

µ(n/d)psd, (4.94)

这里 µ为Mobius函数.

证明
1. ϕ(n)表示小于 n的与 n互素的整数，而满足这一条件的数必然在 K中，因此 k(ps, n) ⩾ ϕ(pns − 1).
2. 若 n为素数，则 Fpns/Fps 无非平凡中间域，因此 K′ = Fpns\Fps，即 k(ps, n) = pns − ps.
3. 设 f(ps, n) = pns = |Fpns |，则

f(ps, n) =
∑
d|n

k(ps, d), (4.95)

这是因为任何 α ∈ Fpns 都能生成某个 Fpds，这里的 d 恰好满足对任意 c|d, c 6= d 有 α /∈ Fpcs，因此由
Mobius反演公式可得

k(ps, n) =
∑
d|n

µ(n/d)f(ps, d) =
∑
d|n

µ(n/d)psd. (4.96)
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4.4.4 无交扩张

本节中所有域都是 A的子域.

定义 4.22 (无交扩张)

♣设 B1, B2 为 F 的扩域，若 B1 ∩B2 = F，则称 B1, B2 为无交扩张.

注显然 B1, B2 都是 B1 ∩B2 的无交扩张.

引理 4.12

♥
设B1, B2为F 的有限扩张，di = [Bi : F ]，若 gcd(d1, d2) = 1，则B1, B2为无交扩张，且 [B1B2 : F ] = d1d2.

证明 设 B0 = B1 ∩ B2, d0 = [B0 : F ]，由于 [Bi : F ] = [Bi : B0][B0 : F ]，因此 d0|di，gcd(d1, d2) = 1 说明
d0 = 1, B0 = F . 再令 d = [B1B2 : F ] = [B1B2 : Bi][Bi : F ] 可得 di|d，因此 d1d2|d，但是 d ⩽ d1d2，因此
d = d1d2.

定理 4.17

♥

设 B2/(B1 ∩ B2) 为有限 Galois 扩张，则 B1B2 为 B2 的有限 Galois 扩张，且有 Gal(B1B2/B1) ∼=
Gal(B2/B1 ∩B2).

证明 设 B0 = B1 ∩B2，则 B2/B0 为某个可分多项式 f(x) ∈ B0[x]的分裂域，设其根为 α1, · · · , αk，则

B2 = B0(α1, · · · , αk) ⇒ B1B2 = B1(α1, · · · , αk), (4.97)

故 B1B2/B1为有限 Galois扩张，对任意 σ ∈ Gal(B1B2/B1)，σ|B1 = Id，因此 σ|B0 = Id，并且 σ(f(x)) =

f(x)，它给出了根的置换

σ(B2) = B0(σ(α1), · · · , σ(αk)) = B0(α
′
1, · · · , α′

k) = B2, (4.98)

这时 σ|B2
∈ Gal(B2/B0)，断言 σ 7→ σ|B2

即为所求同构. 显然这是单射，对任意 τ ∈ Gal(B2/B0)，由于
B1B2 = B1(α1, · · · , αk)是 f(x) ∈ B1[x]的分裂域，因此由延拓定理，τ 可以延拓为自同构 σ : B1B2 → B1B2，
即 σ|B2

= τ，故为满射.

推论 4.17

♥

设 B2/(B1 ∩B2)为有限 Galois扩张，则

[B1B2 : B1] = [B2 : B1 ∩B2], [B1B2 : B2] = [B1 : B1 ∩B2], (4.99)

[B1B2 : B1 ∩B2] = [B1 : B1 ∩B2][B2 : B1 ∩B2]. (4.100)

证明 根据 Galois群的同构关系可得前者，直接计算

[B1B2 : B1 ∩B2] = [B1B2 : B2][B2 : B1 ∩B2] = [B1 : B1 ∩B2][B2 : B1 ∩B2]. (4.101)

推论 4.18

♥

设 B1, B2 为 F 的有限扩张，且 B2/F 为 Galois扩张，则 [B1B2 : F ] = [B1 : F ][B2 : F ]当且仅当 B1, B2

为 F 的无交扩张.

证明 由于

[B1 : F ][B2 : F ] = [B1 : B1 ∩B2][B1 ∩B2 : F ][B2 : B1 ∩B2][B1 ∩B2 : F ] (4.102)

= [B1B2 : B1 ∩B2][B1 ∩B2 : F ]2 (4.103)

= [B1B2 : F ][B1 ∩B2 : F ] (4.104)
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得证.

推论 4.19 (Theorem on Natural Irrationalities)

♥

设 f(x) ∈ F [x]为可分多项式，E 为 f 的分裂域，B ⊃ F，则 BE 为 f 在 B上的分裂域，Gal(BE/B) ∼=
Gal(E/E ∩B) ⩽ Gal(E/F ).

证明 设 f 的根为 α1, · · · , αk，则

E = F (α1, · · · , αk), BE = B(α1, · · · , αk), (4.105)

故 BE为 f 在 B上的分裂域.由于 F ⊂ B ∩E ⊂ E = (B ∩E)(α1, · · · , αk)，即 E/(B ∩E)为有限 Galois扩
张，根据前述定理得证.

定理 4.18

♥

1. 设B1, B2为 F 的无交Galois扩张，则E = B1B2为 F 的Galois扩张，且Gal(E/F ) = Gal(B1/F )×
Gal(B2/F ).

2. 设 E为 F 的 Galois扩张，Gal(E/F ) = G1 ×G2，若令 Bi = Fix(Gi)，则 B1, B2为 F 的无交 Galois
扩张且 E = B1B2.

证明
1. 根据前述定理可得同构Gal(E/Bi) ∼= Gal(Bj/F )，即对任意σj ∈ Gal(Bj/F )，存在唯一扩张 σ̃j ∈ Gal(E/Bi)，
对任意 e =

∑
b1i b

2
i ∈ E 有

σ̃1σ̃2(e) =
∑

σ̃1σ̃2(b
1
i b

2
i ) (4.106)

=
∑

σ̃1σ̃2(b
1
i )σ̃1σ̃2(b

2
i ) (4.107)

=
∑

σ̃1(b
1
i )σ̃2(b

2
i ) (4.108)

=
∑

σ̃2σ̃1(b
1
i )σ̃1σ̃2(b

2
i ) (4.109)

= σ̃2σ̃1(e), (4.110)

故 σ̃1, σ̃2 可交换，考虑映射

Gal(B1/F )×Gal(B2/F ) −→ Gal(E/F ) (4.111)

(σ1, σ2) 7−→ σ̃1σ̃2, (4.112)

显然该映射为单射，另一方面

|Gal(E/F )| ⩾ |Gal(B1/F )×Gal(B2/F )| (4.113)

= |Gal(B1/F )| |Gal(B2/F )| (4.114)

= [B1 : F ][B2 : F ] (4.115)

= [E : F ], (4.116)

而 |Gal(E/F )| = [E : Fix(Gal(E/F ))] ⩽ [E : F ]，故 |Gal(E/F )| = [E : F ]，即上面的映射为满射.
2. 此时

B1B2 = Fix(G1 ∩G2) = E, B1 ∩B2 = Fix(〈G1, G2〉) = Fix(Gal(E/F )) = F. (4.117)

推论 4.20

♥

设B1, B2为 F 的有限 Galois扩张，E = B1B2, B0 = B1 ∩B2，则 E/F 为 Galois扩张，并且Gal(E/F ) ∼=
{(σ1, σ2) ∈ Gal(B1/F )×Gal(B2/F ) : σ1|B0

= σ2|B0
}.

证明 B1/F,B2/F 均为有限 Galois扩张，因此存在可分多项式 f1(x), f2(x) ∈ F [x]使得 B1, B2 分别为 f1, f2 的
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分裂域，而 E = B1B2 恰好是可分多项式 f(x) = f1(x)f2(x)的分裂域，故 E/F 为 Galois扩张.
注意到对任意 σ ∈ Gal(E/F )有 σ(Bi) = Bi（因为 Bi为 F [x]中某个可分多项式的分裂域，而该多项式在 σ

下不变），因此有单同态（注意到 E = B1B2）

Gal(E/F ) −→ Gal(B1/F )×Gal(B2/F ) (4.118)

σ 7−→ (σ1, σ2) = (σ|B1
, σ|B2

) (4.119)

显然 σ ∈ Gal(E/F )的像满足 σ1|B0
= σ2|B0

，而

[E : F ] = [E : B2][B2 : B0][B0 : F ] = [B1 : B0][B2 : B0][B0 : F ] = [B1 : F ][B2 : F ]/[B0 : F ] (4.120)

这恰好是两个群的阶（考虑延拓定理），故同构得证.

推论 4.21

♥

设 B,E 为 F 的无交扩张，E/F 为 Galois扩张，设 r : Gal(EB/B) → Gal(E/F )为限制映射 r(σ) = σ|E，
设 H ⩽ Gal(BE/B)，则

Fix(H) = BFix(r(H)). (4.121)

证明 这里的 r 实际上是一个同构，令 K = r(H), D = Fix(K)，则显然 Fix(H) ⊃ BD.Galois 群的同构说明
[BE : B] = [E : F ]，因此

[BE : BD][BD : B] = [E : D][D : F ]. (4.122)

但由于 [BE : BD] ⩽ [E : D], [BD : B] ⩽ [D : F ]，因此这里都能取等.根据 H ∼= K 以及固定子域的扩张次
数可得

[BE : Fix(H)] = |H| = |K| = [E : Fix(K)] = [E : D] = [BE : BD] (4.123)

即 Fix(H) = BD.

定理 4.19

♥

设 B,E 为 F 的无交扩张，则
1. 设 B,E 均为 F 的有限 Galois扩张，N1 = Gal(BE/B), N2 = Gal(BE/E)，则 BE/F 为 Galois扩
张，并且 N1, N2 /Gal(BE/F ).更精确地，Gal(BE/F ) = N1 ×N2.

2. 设 E/F 为有限 Galois扩张，H = Gal(BE/B), N = Gal(BE/E)，则 BE/F 为 Galois扩张且 N /

Gal(BE/F ).更精确地，G = N ⋊H（即 NH 的子群 N,H 的半直积）.

注半直积定义如下：设 H ⩽ G,N / G，若 H ∼= G/N 且同构为典范映射 π|H : h 7→ hN，则称 G为 H,N 的半
直积，记为 G = N ⋊H .
证明

1. 由于 B,E 的共轭类仅有自身（σ ∈ Gal(BE/F )为二者的自同构），因此对应的 Galois群为正规子群，其
余部分由已有结论可得.

2. 同理 BE/F 为 Galois扩张，N /Gal(BE/F )，商群为 H0 = Gal(E/F )，它可以看作 H = Gal(BE/B)在
典范映射下的同构像（实际上限制映射的像一一对应了陪集），故 G = HN .

引理 4.13

♥

设 α ∈ A为可分元，mα(x) ∈ F [x]（为可分多项式），E 为mα分裂域，若 B也为 F 的扩张且 B,E 为无
交扩张，则mα 在 B[x]中不可约.

证明 设 m̃α(x) ∈ B[x]为 α的极小多项式，显然其在 B[x]中不可约.设 α1, · · · , αd ∈ E为mα的根，则 E/F 为
Galois扩张，并且Gal(E/F )可迁地作用在 {α1, · · · , αd}上，而任何 σ0 ∈ Gal(E/F )可以延拓为 σ ∈ Gal(EB/B)，
因此 Gal(EB/B)也可迁作用在根的集合上，因此 m̃α(x) = (x− α1) · · · (x− αd) = mα(x)，得证.
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引理 4.14

♥

设 α ∈ A为可分元，mα(x) ∈ F [x]，若 E = F (α)为mα的分裂域，B/F 为扩张且mα在 B[x]中不可约，
则 B,E 为 F 的无交扩张.

证明 mα 的不可约性说明它同时是 α在 F [x], B[x]中的极小多项式，因此

[B(α) : B] = deg m̃α = degmα = [F (α) : F ] = [E : F ], (4.124)

另一方面

[B(α) : B] = [BF (α) : B] = [BE : B] = [E : B ∩ E], (4.125)

故 B ∩ E = F，得证.

4.4.5 单扩张

定义 4.23 (单扩张)

♣
设 E/F 为代数扩张且存在 α ∈ E 使得 E = F (α)，则称 E 为 F 的单扩张.

定理 4.20

♥
设 E/F 为有限扩张，则 E/F 为单扩张当且仅当存在有限多个中间域 F ⊂ B ⊂ E.

证明 若 F 为有限域，则 E/F 为有限扩张说明 E 为有限域，因此其中间域个数也是有限的，E∗ 为循环群，因
此存在 α ∈ E 使得 E = F (α).

对于 F 无限的情况，若 E = F (α)为单扩张，考虑 mα(x) ∈ F [x]，对任意中间域 F ⊂ B ⊂ E，可以考虑
m̃α(x) ∈ B[x]，则显然有

E = B(α), deg m̃α = [E : B], (4.126)

设在 F 中添加 m̃α 的系数得到的域为 D，则 F ⊂ D ⊂ B,E = D(α), m̃α(x) ∈ D[x]，此时 m̃α 必然为 α在
D中的极小多项式，因此 [E : D] = deg m̃α = [E : B]，这说明 B = D，也即中间域 B与极小多项式 m̃α一一对
应，这样的极小多项式只有有限个，故中间域也只有有限多个.

反之设 E/F 的中间域仅有限多个，只需证明对任意 α, β ∈ E，存在 γ1 ∈ E 使得 F (α, β) = F (γ1). 对于
a ∈ F，考虑扩域 F (α+aβ)，由于中间域仅有限多个，因此必然存在 a1 6= a2 ∈ F 使得 F (α+a1β) = F (α+a2β)，
令 γi = α+ aiβ，则 F (γ1) = F (γ2)，即 γ1, γ2 ∈ F (γ1)，γ2 − γ1 = (a2 − a1)β ∈ F (γ1)，这说明

F (γ1) ⊂ F (α, β) ⊂ F (γ1), (4.127)

即 F (γ1) = F (α, β)，得证.

推论 4.22

♥
若 E/F 为有限可分扩张，则 E/F 为单扩张.

证明 设 E = F (α1, · · · , αk)，则根据定义，每个极小多项式 mαi(x) ∈ F [x]都是可分多项式（不可约因子无重
根），因此 f(x) = mα1

(x) · · ·mαk
(x)也是可分多项式，设 E′ ⊃ E 为 f 的分裂域，则 E′/F 为 Galois扩张，根

据 FTGT，E′/F 只有有限多个中间域（每个中间域对应了 Gal(E′/F )的子群），因此 E/F 也只有有限多个中间
域，即 E/F 为单扩张.

引理 4.15

♥
设 E/F 为有限 Galois扩张，α ∈ E，则 E = F (α)当且仅当对任意 σ ∈ Gal(E/F ), σ 6= Id有 σ(α) 6= α.
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证明 证法 1：设

d = [F (α) : F ] = |Gal(E/F )|, n = [E : F ] = degmα(x), (4.128)

则 E = F (α)当且仅当 n = d，设mα(x) = (x− α1) · · · (x− αd)，这里的根为 α的 Galois共轭元，α1 = α，
故 E = F (α)当且仅当 α有 n个共轭元，即每个 σ ∈ Gal(E/F )对应了一个共轭元（Id对应自身）.
证法 2：设 B = F (α)，则由 FTGT，存在 H ⩽ Gal(E/F )使得 B = Fix(H)，事实上这里

H = {σ ∈ Gal(E/F ) : σ|B = Id} = {σ ∈ Gal(E/F ) : σ(α) = α}, (4.129)

因此 B = E 当且仅当 E = Fix(H)，即 H = {Id}，得证.

命题 4.11

♠

设 F 特征为 0，B1, B2 为 F 的有限无交 Galois 扩张，设 B = B1B2，B1 = F (α1), B2 = F (α2)，则
B = F (α)，这里 α = α1 + α2.

证明 根据上一节可知 B/F 为 Galois 扩张，因此只需证明对任意 σ ∈ Gal(B/F ), σ 6= Id 有 σ(α) 6= α. 由于
Gal(E/F ) = Gal(B1/F )×Gal(B2/F )，因此设 σ = (σ1, σ2)，若

α1 + α2 = α = σ(α) = σ1(α1) + σ2(α2), (4.130)

则 σ1(α1) − α1 = σ2(α2) − α2 ∈ B1 ∩ B2 = F，即 σ1(α) = α + a，σk
1 (α) = α + ka，但是 σ 的阶有限，

charF = 0，因此 a = 0，即 σi(αi) = αi，σ = Id.

4.4.6 正规基定理

定义 4.24 (Normal basis)

♣

设E/F 为 Galois扩张，则E/F 的基 {αi : i = 1, · · · , n}称为正规基，若存在 α ∈ E使得 {αi} = {σi(α)}，
这里 σi ∈ Gal(E/F ).

注换句话说，一组基是正规基当且仅当它是（Gal(E/F )作用于）某个 α ∈ E 的轨道.

定理 4.21

♥
设 E/F 为 n次 Galois扩张，若 Gal(E/F )为循环群，则 E 有正规基.

证明 设Gal(E/F )由 σ生成，考虑线性映射 T : E → E, T (α) = σ(α)，断言mT (x) = xn−1.显然mT (x)|xn−1，
设mT (x) =

∑d
i=0 aix

i, d < n，也即

a0Id + · · ·+ ad−1σ
d−1 = 0, (4.131)

但是 {Id, σ, · · · , σd−1} 是 E∗ 的不同特征标，因此是无关的，即每个 ai = 0，矛盾. 故存在 α ∈ E 使得
Ann(α) = (mT (x))（即 α ∈ E 的零化子由 mT 生成），而 degmT = n，因此 {α, T (α), · · · , Tn−1(α)} =

{α, σ(α), · · · , σn−1(α)}就是一组正规基.

引理 4.16

♥

设 E/F 为 n次 Galois扩张，σ1, · · · , σn ∈ Gal(E/F )，α1, · · · , αn ∈ E，则 {α1, · · · , αn}是 E/F 的一组
基当且仅当矩阵 A = (σi(αj))n×n 是非奇异的.

证明 显然.

引理 4.17

♥

设 F 为无限域，E 为 F 扩域，f(x1, · · · , xk) ∈ E[x1, · · · , xk]为多项式，若对任意 (a1, · · · , ak) ∈ F k 有
f(a1, · · · , ak) = 0，则 f 为零多项式.
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证明 归纳，k = 1显然，对于一般情况有

f(x1, · · · , xk) =
n∑

i=0

gi(x1, · · · , xk−1)x
i
k, (4.132)

对任意固定的 a1, · · · , ak−1 ∈ F，考虑 f̃(xk) = f(a1, · · · , ak−1, xk)，它有多于 deg f̃ 个根，根据 k = 1的情
形可知每个 gi 都为零多项式，由归纳假设得证.

定理 4.22

♥

设 F 为无限域，Gal(E/F ) = {σ1, · · · , σn}，则 σ1, · · · , σn 为代数无关的，即对于 f(x1, · · · , xn) ∈
E[x1, · · · , xn]，若对任意 α ∈ E 有 f(σ1(α), · · · , σn(α)) = 0，则 f 为零多项式.

证明 设 {α1, · · · , αn}为 E/F 的一组基，则 A = (σi(αj))可逆，对任意 α =
∑n

j=1 cjαj ∈ E/F 有

(σ1(α), · · · , σn(α))T = A(c1, · · · , cn)T , (4.133)

设 f(x1, · · · , xn) ∈ E[x1, · · · , xn] 使得对任意 α ∈ E 有 f(σ1(α), · · · , σn(α)) = 0，则这相当于对任意
(c1, · · · , cn) ∈ Fn 有（这里不区分 n元组与列向量，不会引起混淆）

0 = f(σ1(α), · · · , σn(α)) = f(A(c1, · · · , cn)T ), (4.134)

若令 g(x1, · · · , xn) = f(A(x1, · · · , xn)T ) ∈ E[x1, · · · , xn]，则由引理，g为零多项式，根据 A的可逆性可知
对任意 A−1(b1, · · · , bn)T 有 f(b1, · · · , bn) = 0，故 f 也为零多项式.

定理 4.23

♥
设 E/F 为有限 Galois扩张，则 E 有正规基.

证明 若 F 为有限域，则 E/F 为循环扩张（Gal(E/F )为循环群），故有正规基.
若 F 为无限域，设Gal(E/F ) = {σ1, · · · , σn}，考虑多项矩阵B(x1, · · · , xn) = (bij(x1, · · · , xn))，其中 bij =

xk，这里 k满足 σiσj = σk，行列式 detB = d(x1, · · · , xn).如果不妨设 σ1 = Id，则容易验证 d(1, 0, · · · , 0) = ±1，
即 d不是零多项式，根据引理，存在 α ∈ E 满足 d(σ1(α), · · · , σn(α)) 6= 0，令

αj = σj(α), A = B(σ1(α), · · · , σn(α)) = (aij) (4.135)

容易发现 aij = σk(α)，σk(α) = σiσj(α) = σi(αj)，因此A = (σi(αj))，由于 detA = d(σ1(α), · · · , σn(α)) 6= 0，
故 A可逆，{σ1, · · · , σn} = {σ1(α), · · · , σn(α)}为 E/F 的正规基.

4.4.7 Abel扩张与 Kummer域

定义 4.25 (Abel扩张)

♣
设 E/F 为 Galois扩张，若 Gal(E/F )为 Abel群，则称之为 Abel扩张.

定义 4.26 (primitive root)

♣称 ζ ∈ F 为 n次本原单位根，若 ζn = 1且对任意 0 < m < n有 ζm 6= 1.

引理 4.18

♥

1. 设 F 有 n次本原单位根，则 charF = 0或 charF = n（此时 n为素数）.
2. F 有 n次本原单位根当且仅当 F 有 n个不同的 n次单位根.

证明
1. 设 ζ ∈ F 为 n次本原单位根，若 charF 6= 0，设 charF = p|n（带余除法可得），则 ζ为 xn−1 = (xn/p)p−1 =

(xn/p − 1)p 的根说明其也为 xn/p − 1的根，与本原性矛盾，故 charF = p = n.
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2. 若 ζ ∈ F 为 n次本原单位根，则 1, ζ, · · · , ζn−1 为 n个不同的 n次单位根.反之若 F 有 n个 n次单位根，
则它们构成一个 n阶循环群，这个循环群的生成元就是一个 n次本原单位根.
对于域 F，后面用 F0 表示它的素域 (prime field)，它是 F 的最小子域，容易验证任何域都有唯一素域，并

且 charF = 0时 F0
∼= Q；charF = p时 F0

∼= Fp.

引理 4.19

♥

设 ζn = e2πi/n（即 C的 n次本原单位根），则 F0(ζn)/F0 是一个 Galois扩张，并且 Gal(F0(ζn)/F0)同构
于 Z∗

n 的一个子群，特别地是一个 Abel群.

证明 F0(ζn)是 xn−1 ∈ F0[x]的分裂域，故 F0(ζn)/F0为 Galois扩张.对任意 σ1 ∈ Gal(F0(ζn)/F0)，σ1(ζn)也是
n次本原单位根，故 σ1(ζn) = ζk1

n ，这里 gcd(k1, n) = 1.出于这种观察，可以得到一个单同态Gal(F0(ζn)/F0) →
Z∗
n, σi 7→ ki，而 |Gal(F0(ζ)/F0)| = [F0(ζn) : F0] = n，得证.

定义 4.27 (n-powerless)

♣
设 α ∈ F，称 α为 n-非幂的，若对任意m|n,m > 1，α不是某个元素的m次幂.

命题 4.12

♠

设 F ⊃ F0(ζn)，设 E 为 xn − a ∈ F [x]的分裂域，则 Gal(E/F )同构于 Zn的一个子群，特别地是一个循
环群.进一步，如下陈述等价：

1. a ∈ F 为 n-非幂的.
2. Gal(E/F ) ∼= Zn.
3. xn − a ∈ F [x]不可约.

证明 设 α为 xn − a的根，则 xn − a =
∏n−1

i=0 (x− ζinα), E = F (α)，mα|xn − a说明mα(x) =
∏m−1

k=0 (x− ζikn α)，
这里 {i0, · · · , im−1}是 {0, · · · , n− 1}的一个子集.

根据延拓定理，IdF 可以延拓为域同构 F (α) → F (ζikn α), α 7→ ζikn α，而它可以进一步延拓为 σk ∈ Gal(E/F )，
并且延拓的结果是唯一的.进一步，对 σk, σl 有

σkσl(α) = ζik+il
n α, (4.136)

这便给出了同态 Gal(E/F ) ∼= {ik : 0 ⩽ k ⩽ m− 1} → Zn（省略一些细节），得证.
进一步，由于 |Gal(E/F )| = [E : F ] = [F (α) : F ] = degmα，因此

Gal(E/F ) ∼= Zn ⇔ degmα = |Gal(E/F )| = n⇔ mα(x) = xn − a⇔ xn − a ∈ F [x]不可约. (4.137)

这说明 2 ⇔ 3，下证 1 ⇔ 3.若 1不成立，设存在 b ∈ F 使得 a = bm, n = jm，则 xn−a = xjm− bm，它有真
因子 xj−b，与不可约性矛盾；反之若 xn−a ∈ F [x]可约，则 xn−a =

∏n−1
i=0 (x−ζinα), E = F (α)，{i0, · · · , im−1}

是 Zn的一个m阶子群，因此mα(x) = xm − αm = xm − b ∈ F [x]，若设 n = mj，则 a = αn = bj，即 aα不是
n-非幂的，由此即得 1 ⇔ 3.

反过来，可以考虑如下命题.

命题 4.13

♠

设 F ⊃ F0(ζn)，E 为 F 的一个扩张，则下述等价：
1. 存在某个 n-非幂的 a ∈ F，使得 E 为 xn − a ∈ F [x]的分裂域.
2. E/F 为 Galois扩张且 Gal(E/F ) ∼= Zn.

证明 根据前述定理可知 1 ⇒ 2，假设 2成立，设 σ为 Gal(E/F )的生成元，则存在 α ∈ E，使得 E 有一组正规
基 {α, σ(α), · · · , σn−1(α)}，设

β = α+ ζ−1
n σ(α) + · · ·+ ζ−(n−1)

n σn−1(α), (4.138)
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则 β 6= 0，并且容易验证 σ(β) = ζnβ，即得 σi(β) = ζinβ，因此对除恒同映射外的任意 τ ∈ Gal(E/F )都有
τ(β) 6= β，故 E = F (β)（根据单扩张的某个定理）.进一步

mβ(x) =

n−1∏
i=0

(x− ζinβ) = xn − βn ∈ F [x], (4.139)

令 a = βn ∈ F，则 E 为 xn − a ∈ F [x]的分裂域，同上一条定理的证明可知 a是 n-非幂的.

定义 4.28 (Kummer域)

♣

设 F ⊃ F0(ζn)，称 E 为 Kummer域，若其为形如

f(x) = (xn − a1) · · · (xn − at), ai ∈ F (4.140)

的多项式的分裂域.

定理 4.24

♥

设 F ⊃ F0(ζn)，则 E/F 的 Kummer域当且仅当同时有
1. E/F 为 Galois扩张.
2. E/F 为 Abel扩张（即 Gal(E/F )为 Abel群）.
3. Gal(E/F )的指数整除 n.

注这里群 G的指数定义为最小的，使得对任意 g ∈ G有 ge = 1的 e ∈ N，易知 e
∣∣|G|

证明 首先设 E/F 为 Kummer域，即 f(x) = (xn − a1) · · · (xn − at)的分裂域，设 αi ∈ E,αn
i = ai，则

xn − ai =

n∏
j=1

(x− ζjnαi), (4.141)

故每个 xn − ai 都是可分多项式，即 f ∈ F [x]为可分多项式，E/F 为 Galois扩张.
对 t归纳，当 t = 1时E/F 显然 2,3成立，假设 t−1的情形 2,3成立，设B1 ⊂ E为 f1(x) = (xn−a1) · · · (xn−

at−1)的分裂域，B2 ⊂ E 为 f2(x) = xn − at 的分裂域，则 E = B1B2，此时（根据无交扩张部分的某个推论）

Gal(E/F ) ⩽ Gal(B1/F )×Gal(B2/F ), (4.142)

而Gal(B1/F ),Gal(B2/F )均为 Abel群（归纳假设 +显然），故Gal(E/F )也为 Abel群，同时它的指数显然
整除 Gal(B1/F )×Gal(B2/F )的指数，即 n，得证.

反之若 E/F 为 Abel扩张且 G = Gal(E/F )的指数整除 n，则设

G = H1 ⊕ · · · ⊕Hs, (4.143)

其中每个Hi都是指数整除 n的循环群.对 s归纳，当 s = 1时命题显然成立，假设命题对 s− 1成立，考虑
s的情形，令

B1 = Fix(H1 ⊕ · · · ⊕Hs−1), B2 = Fix(Hs), (4.144)

则 B1是某个 g1(x) = (xn − a1) · · · (xn − ar) ∈ F [x]的分裂域，B2是某个 g2(x) = xn − ar+1 ∈ F [x]的分裂
域，而

B1B2 = Fix((H1 ⊕ · · · ⊕Hs−1) ∩Hs) = Fix({1}) = E, (4.145)

故 E = B1B2 是 g1(x)g2(x)的分裂域，即 E 为 Kummer域.
下面更细致讨论一下 Kummer扩张的 Galois群.设

(F ∗)n = {an : a ∈ F ∗}. (4.146)

定理 4.25

♥

设 F ⊃ F0(ζn)，E为 f(x) = (xn−a1) · · · (xn−at)的分裂域，每个 ai 6= 0，则Gal(E/F ) ∼= 〈a1, · · · , at〉 ⩽
F ∗/(F ∗)n.
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证明 设 αi ∈ E∗, αn
i = ai，G = 〈α1, · · · , αt〉 ⩽ E∗/(F ∗)n, G′ = 〈a1, · · · , at〉 ⩽ F ∗/(F ∗)n，满同态

φ : G −→ G′ (4.147)

α 7−→ αn, (4.148)

下证 φ为同构，即证 φ为单射.设 φ(α) = αn = 1，由于 αn ∈ (F ∗)n，因此存在 f ∈ F ∗ 使得 αn = fn，这
说明存在 k使得 α = ζknf ∈ F ∗（注意 ζn ∈ F ∗）.设 G = H1 ⊕ · · · ⊕Hs，每个Hi的生成元为 βi ∈ E，阶为mi，
则 βmi

i ∈ F 为mi-非幂的.
下面对 s归纳，证明 Gal(E/F ) = 〈η1, · · · , ηs〉，这里 ηi(βi) = ζmiβi, ηi(βj) = βj .当 s = 1时显然成立，假

设对 s − 1的情形成立，设 B = F (β1, · · · , βs−1), D = F (βs)，则只需证明 B,D 为 F 的无交扩张且 BD = E，
则有

Gal(E/F ) = Gal(B/F )×Gal(D/F ), (4.149)

根据归纳法即得.
首先 E = F (α1, · · · , αt)，〈α1, · · · , αt〉 = 〈β1, · · · , βs〉 ⊂ E∗，故 E = BD. 设 B0 = B ∩ D，则存在

K ⩽ Gal(B/F )使得 B0 = Fix(K)（FTGT），故 D0 = F ((βs)
m′

) = F ( m
√
bs)，这里ms = mm′，下证m = 1.设

β = m
√
bs = (βs)

m′ ∈ B ∩D ⊂ B，根据归纳假设有

β = (βs)
m′

=
∑

i1,··· ,is−1

ci1,··· ,is−1
βi1
1 · · ·βis−1

s−1 , (4.150)

这里 ij = 0, · · · ,mj − 1; j = 1, · · · , s− 1; ci1,··· ,is−1
∈ F .

设σ ∈ Gal(B/F )，则存在单位根 ζ使得σ(β) = ζβ，同理，存在单位根 ζ ′使得σ(βi1
1 · · ·βis−1

s−1 ) = ζ ′βi1
1 · · ·βis−1

s−1，
并且对 ci1,··· ,is−1

6= 0的项有 ζ ′ = ζ，但根据归纳假设，存在 σ 使得 σ(βj) = ζmj
βj，若上面和式有多于一项的

非零项，则必然有两项在 σ作用下所乘的单位根不同，矛盾，故

β = (βs)
m′

= ci1,··· ,is−1
βi1
1 · · · , βis−1

s−1 ∈ H1 ⊕ · · · ⊕Hs−1, (4.151)

由于 (H1 ⊕ · · · ⊕Hs−1) ∩Hs = {1}，因此m′ = ms，得证.

推论 4.23

♥

延续上一条定理的记号，同构
⊕s

i=1 Zmi → Gal(E/F )为

(j1, · · · , js) 7→ σ, σ(βi) = ζjin/mi
n βi(= ζjimi

βi). (4.152)

4.4.8 范数与迹

定义 4.29 (Galois扩张的范数/迹)

♣

设 E/F 为有限 Galois扩张，G = Gal(E/F )，对于 α ∈ E，定义（E/F 的）范数

NE/F (α) =
∏
σ∈G

σ(α), (4.153)

以及（E/F 的）迹

TrE/F (α) =
∑
σ∈G

σ(α). (4.154)

引理 4.20

♥
对任意 α ∈ E，NE/F (α),TrE/F (α) ∈ F .

证明 显然它们在 G下不变，因此 NE/F (α),TrE/F (α) ∈ Fix(Gal(E/F )) = F .
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引理 4.21

♥

设 α ∈ E, degmα = r，若mα(x) =
∑r

i=0 cix
i，[E : F ] = n，则

NE/F (α) = (−1)nc
n/r
0 , TrE/F (α) = −(n/r)cr−1. (4.155)

证明 设 α不同的共轭元为 α1 = α, α2, · · · , αr，则mα(x) =
∏r

i=1(x− αi)，因此

c0 = (−1)rα1 · · ·αr, cr−1 = −(α1 + · · ·+ αr), (4.156)

实际上 r|n，Gal(E/F )中将 α映为 αk 的均有 n/r个，因此

NE/F (α) =
∏
σ∈G

σ(α) = (α1 · · ·αr)
n/r = (−1)nc

n/r
0 (4.157)

TrE/F (α) =
∑
σ∈G

σ(α) = (n/r)(α1 + · · ·+ αr) = −(n/r)cr−1. (4.158)

引理 4.22

♥

设 α ∈ E，设 Tα : E → E, Tα(β) = αβ 为 F -线性映射，则

NE/F (α) = det(Tα), TrE/F (α) = tr(Tα). (4.159)

证明 设 B = F (α), r = degmα，则 B 有一组基 {1, α, · · · , αr−1}.设 [E : F ] = n, [E : B] = n/r，取 E/B 的一
组基 {1 = ε1, · · · , εn/r}，则

C = {1, α, · · · , αr−1, · · · , εn/r, εn/rα, · · · , εn/rαr−1} (4.160)

是 E/F 的一组基.显然的，Tα 在 C 下的矩阵为分块对角阵，共 n/r个分块，每个分块都是 mα(x)的友方
阵，而其友方阵的行列式为 (−1)ra0，迹为 −an−1，得证.

定理 4.26

♥

设 E/F 为 n次 Galois扩张，设 B为中间域（故 E/F 为 Galois扩张）且 B/F 为 Galois扩张，则对任意
a ∈ F, α, β ∈ E 有

1. NE/F (a) = an，TrE/F = na.
2. NE/F (αβ) = NE/F (α)NE/F (β)，TrE/F (α+ β) = TrE/F (α) + TrE/F (β).
3. NE/F (α) = NB/F (NE/B(α))，TrE/F (α) = TrB/F (TrE/B(α))

引理 4.23

♥
存在 α ∈ E 使得 TrE/F (α) 6= 0.

证明 若 charF = 0 或 [E : F ] 与 charF 6= 0 互素，则 α = 1 满足条件. 因此只需考虑 charF = p，对任意
σ ∈ Gal(E/F )，σ : E∗ → E∗ 是一个特征标，由 Dirichlet定理可知不同特征标线性无关，故它们的和不为零映
射，即存在某个 α满足条件.

定理 4.27 (Hilbert’s Theorem 90)

♥

设 E/F 为 n次循环扩张，σ为 G = Gal(E/F )的生成元，则
1. 设 β ∈ E,NE/F (β) = 1，则存在 α ∈ E 使得 β = α/σ(α).
2. 若 β ∈ E,TrE/F (β) = 0，则存在 α ∈ E 使得 β = α− σ(α).

证明
1. 由于 NE/F (β) = βσ(β) · · ·σn−1(β) = 1，需要找到 α ∈ E 使得 α = βσ1(α)，令 ε0 = 1，

εi = βσ1(β) · · ·σi−1(β), i = 1, · · · , n− 1, (4.161)
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则 βσ(εi) = εi+1, i = 0, 1, · · · , n − 2，β(σ(εn−1)) = 1 = ε0. 根据特征标的无关性，存在 δ ∈ E 使得
α =

∑n−1
i=0 εiσ

i(δ) 6= 0，这里的 α即满足条件.
2. 类似地，令 ε0 = 0，

εi = β + σ(β) + · · ·+ σi−1(β), i = 0, · · · , n− 1, (4.162)

则 β + σ(εi) = εi+1, i = 0, · · · , n − 2，β + σ(εn−1) = 0. 根据特征标的无关性，存在 γ ∈ E 使得 δ =∑n−1
i=0 εiσ

i(γ) 6= 0，计算可得

δ − σ(δ) =

n−1∑
i=0

εiσ
i(γ)−

n−1∑
i=0

σ(εi)σ
i+1(γ) (4.163)

=

n−1∑
i=0

εiσ
i(γ)−

n−2∑
i=0

(εi+1 − β)σi+1(γ) (4.164)

= β

n−1∑
i=0

σi+1(γ) = β

n−1∑
i=0

σi(γ) (4.165)

= βTrE/F (γ), (4.166)

因此令 α = δ/TrE/F (γ)，则有 β = α− σ(α).

定义 4.30 (可分扩张的范数/迹)

♣

设 E/F 为有限可分扩张，则定义

NE/F = ND/F , TrE/F = TrD/F , (4.167)

这里 D为 E 的任意正规闭包.

注关于正规闭包的讨论见后文.

定义 4.31 (一般扩张的范数/迹)

♣

设 E/F 为有限扩张，则定义

NE/F = (ND/F )
d, TrE/F = dTrD/F , (4.168)

这里 D为 E 的任意正规闭包，d = [Fix(Gal(D/F )) : F ].

注若 charF = p且 E/F 不是可分扩张，则 d为 p的幂，此时 TrE/F ≡ 0.

4.5 有理数域上的扩张
本节讨论对象默认为零特征域.

4.5.1 分圆域

定义 4.32 (分圆多项式)

♣
称 Φn(x) =

∏
(n,k)=1

(x− ζkn)为 n次分圆多项式.

注 Φn 实际上是所有 n次本原单位根的一次式的乘积，而 ζkn 为本原根当且仅当 gcd(n, k) = 1，这实际上也说明
degΦn = ϕ(n)，这里 ϕ为 Euler函数.
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命题 4.14

♠

1. Φn(x) ∈ Q[x].
2. 若 n1 6= n2，则 Φn1

,Φn2
互素.

3. xn − 1
∏

d|n Φd(x).
4. Φn(x) ∈ Z[x].

证明 只证明 1，设 E = Q(ζn)，则 E为可分多项式 xn − 1的分裂域，E/Q为 Galois扩张.ζn为本原单位根，因
此对任意 σ ∈ Gal(E/Q)，σ(ζn)也是一个本原根，故 Φn 在 Gal(E/Q)下不变，即 Φn ∈ Q[x].

定理 4.28

♥
任何分圆多项式在 Q[x]中都是不可约的.

证明 只需证明 Φn(x) ∈ Q[x]是 ζn 的极小多项式，由于 Q(ζn)/Q为 Galois扩张（因为它是可分多项式 xn − 1

的分裂域），因此

degmζn = [Q(ζn) : Q] = |Gal(Q(ζn)/Q)| = ϕ(n) = degΦn, (4.169)

而显然mζn |Φn，故得证.

推论 4.24

♥

1. mζn(x) = Φn(x)，[Q(ζn) : Q] = ϕ(n).
2. Gal(Q(ζn)/Q) ∼= Z∗

n，特别地，Gal(Q(ζn)/Q)为 Abel群.

推论 4.25

♥
设m,n ∈ N, d = gcd(m,n), l = lcm(m,n)，则 Q(ζm)Q(ζn) = Q(ζl)，Q(ζm) ∩Q(ζn) = Q(ζd).

证明 由于 ζm = ζ
l/m
l , ζn = ζ

l/n
l ，因此Q(ζl) ⊃ Q(ζm)Q(ζn)，设 s, t ∈ Z满足 s(l/m)+ t(l/n) = 1，则 ζl = ζsmζ

t
n，

故 Q(ζl) ⊂ Q(ζm)Q(ζn)，第一部分得证.
由于 ζd = ζ

m/d
m = ζ

n/d
n ∈ Q(ζm) ∩Q(ζn)，故 Q(ζm) ∩Q(ζn) ⊃ Q(ζd).另一方面

[Q(ζn) : (Q(ζm) ∩Q(ζn))] = [Q(ζm)Q(ζn) : Q(ζm)] (4.170)

= ϕ(l)/ϕ(m), (4.171)

[Q(ζn) : (Q(ζm) ∩Q(ζn))] = [Q(ζn) : Q(ζd)]/[(Q(ζm) ∩Q(ζn)) : Q(ζd)] (4.172)

= ϕ(n)/ϕ(d)[(Q(ζm) ∩Q(ζn)) : Q(ζd)], (4.173)

由此可得

[(Q(ζm) ∩Q(ζn)) : Q(ζd)] =
ϕ(l)ϕ(d)

ϕ(n)ϕ(m)
= 1, (4.174)

第二部分得证.

命题 4.15

♠

对任意 n，n次分圆多项式为

Φn(x) =
∏
d|n

(xd − 1)µ(n/d), (4.175)

这里 µ为Mobius函数.

证明 由于 xn − 1 =
∏

d|n Φd(x)，根据乘积形式的Mobius反演公式

g(n) =
∏
d|n

f(d) ⇐⇒ f(n) =
∏
d|n

g
(n
d

)µ(d)
(4.176)
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即得.

4.5.2 可解扩张与可解群

定义 4.33 (radical polynomial/radical extension/radical sovable)

♣

1. 称形如 f(x) = xn − a ∈ F [x]的多项式为 F [x]中的根式多项式.
2. 称 E/F 为根式扩张，若 E = F (α)，这里 α是某个根式多项式的根.
3. 设 f(x) ∈ F [x]，对于方程 f(x) = 0，称其根式可解，若存在扩张序列

F = E0 ⊂ E1 ⊂ · · · ⊂ Ek, (4.177)

这里每个 Ei 都是某个根式多项式 fi−1(x) ∈ Ei−1[x]的分裂域，并且 Ek 为 f(x) ∈ F [x]的分裂域.

引理 4.24

♥
设 f(x) = xn − a ∈ F [x]，E 为 f(x)的分裂域，则 G = Gal(E/F )为可解群.

证明 E = F (ζn, n
√
a)，设 B = F (ζn)为二者的中间域，G1 = Gal(E/B)，则 E/B,B/F 为 Galois扩张，特别地

G1 为循环群且 G1 / G，并且 G/G1
∼= Gal(B/F )也为 Abel群，因此 G有可解列，是可解群.

推论 4.26

♥
设 f(x) =

∏t
j=1(x

nj − aj), aj ∈ F，E 为 f(x)分裂域，则 G = Gal(E/F )为可解群.

证明 考虑一列域

F = D0 ⊂ · · · ⊂ Dt = E, (4.178)

这里 Dj 为 xnj−aj ∈ Dj−1[x]的分裂域，设 Gj = Gal(Dt−j/D0)，则

G = G0 ⩾ · · · ⩾ Gt = {1}, (4.179)

并且 Gj−1/Gj = Gal(Dt−j+1/Dt−j)，根据上一条引理可知这是可解群，故 G是可解的（这里的序列可以
refinement为一个可解列）.

定理 4.29

♥
设 f(x) ∈ F [x]，E 为 f(x)分裂域，则 f(x) = 0根式可解当且仅当 G = Gal(E/F )为可解群.

证明 首先假设 G可解，deg f = m,n = m!.
Case 1.若 F ⊃ Q(ζn)，设次正规列

G = G0 . · · · . Gk = {1}, (4.180)

这里每个 Gi/Gi+1为循环群，记其阶为mi，则mi ⩽ m，设 Bi = Fix(Gi)，则 Bi/Bi−1为mi次循环扩张，
而 Bi−1 ⊃ Q(ζn) ⊃ Q(ζmi)，因此 Bi实际上是某个 xmi − ai ∈ Bi−1[x]的分裂域，即 f(x) = 0根式可解，得证.

Case 2.设 B = F (ζn)，EB 为 f(x) ∈ B[x]的分裂域，则Gal(EB/B)与Gal(E/F )的某个子群同构，而可解
群的子群依然可解，故 Gal(EB/B)可解，仿照 Case 1可证.

反之假设 f(x) = 0根式可解，则存在扩张列

F = B0 ⊂ B1 ⊂ · · · ⊂ Bk = E, (4.181)

这里Bi为某个 xmi−ai ∈ Bi−1[x]的分裂域，因此Gal(Bi/Bi−1)为可解群（引理）.当 k = 2时，Gal(B2/B1)

均为可解群，B2/B1, B1/B0 均为 Galois扩张，只需证明 B2/B0 为 Galois扩张，则 G为可解群.下面归纳证明.
当 B′

0 = B0 = F,B′
1 = B1 时，B′

1/F 为 Galois扩张.假设 B′
i−1/F 为 Galois扩张，B′

i 为∏
σ∈Gal(B′

i−1/B
′
0)

(xmi − σ(ai)) ∈ B′
i−1[x] (4.182)
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的分裂域，而该多项式在 Gal(B′
i−1/B

′
0)下不变，因此它实际上属于 B′

0[x] = F [x]，而 B′
i 实际上就是这个

F [x]中可分多项式的分裂域，即 B′
i/F 为 Galois扩张，由此即得扩张列

F = B′
0 ⊂ B′

1 ⊂ · · · ⊂ B′
k, (4.183)

这里每个 B′
i/F 都是 Galois扩张且 B′

k ⊃ Bk ⊃ E.设G = Gal(B′
k/F ), Gi = Gal(B′

k−i/B
′
0), i = 0, · · · , k，则

G = G0 ⊃ · · · ⊃ Gk = {1}, (4.184)

并且Gi−1/Gi = Gal(B′
k−i/B

′
0)，根据引理可知Gi−1/Gi可解，因此G = Gal(B′

k/F )可解.而 F ⊂ E ⊂ B′
k，

E/F 为 Galois扩张，因此 Gal(E/F ) = Gal(B′
k/F )/Gal(B′

k/E)也是可解的（可解群的商群），得证.

推论 4.27 (Abel)

♥次数大于等于 5的方程不都是根式可解的.

证明 取 fn(x) ∈ F [x]，E 为 fn 的分裂域，使得 Gal(E/F ) = Sn，则由于 n ⩾ 5时 Sn 不可解，得证.

定理 4.30 (Galois)

♥

设 f(x) ∈ F [x]为素数 p次不可约多项式，则 f(x) = 0根式可解当且仅当其所有根都是其它任何两个根
的有理函数.

证明 f(x) = 0根式可解当且仅当 G = Gal(E/F )为可解群，这里 E 为 f 的分裂域.f 不可约说明 G可迁作用于
f 的根上.

首先假设 f(x) = 0的所有根都是其它任何两个根的有理函数，设 G为 Sp 子群，它作用在 f 的根上，则对
任意 σ ∈ G，若 α1 6= α2，则对任意 ε ∈ E，σ(ε)由 σ(α1), σ(α2)唯一确定（因为是有理函数）.而 σ(α1), σ(α2)

的选择至多有 p(p− 1)种，因此 |G| ⩽ p(p− 1)，即 G可解（还是附录的结论）.
反之设 G 可解，设 α1, α2 为 f 的两个不同的根，B = F (α1, α2) ⊂ E，下证 B = E. 根据 FTGT，G′ =

Gal(E/B) ⊂ G与 Fix(Gal(E/B)) = {σ ∈ G : σ(β) = β, ∀β ∈ B}对应，因此 B = E 当且仅当 G′ = {Id}.
设 σ ∈ G，则 σ ∈ G′ 当且仅当 σ(α1) = α1, σ(α2) = α2，根据附录结论，可以将 G在 f 根的作用视为 GH

（H ⩽ F ∗
p）在集合 T 上的作用，这里

GH =

{(
h n

0 1

)
: h ∈ H,n ∈ Fp

}
, T =

{(
i

1

)
: i ∈ Fp

}
, (4.185)

设α1, α2分别对应

(
i1

1

)
,

(
i2

1

)
，则通过简单的线性代数计算可知 σ对应GH中的“单位阵”，即 h = 1, n = 0，

得证.

推论 4.28

♥
设 F ⊂ R，f(x) ∈ F [x]为素数 p阶不可约多项式，有 1 < k < p个实根，则 f(x) = 0根式不可解.

证明 设 α1, α2, β 分别是 f 的不同的两个实根和一个复根，则根据 Galois定理可知 f 根式不可解.

4.5.3 尺规作图

定理 4.31

♥

z ∈ C可被尺规构造当且仅当 z为 Q中的代数数，并且存在扩张序列

F0 = Q ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fk, (4.186)

这里 Q(z) ⊂ Fk，[Fi : Fi−1] = 2.
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证明 首先显然 Q都是可构造的，设 [F : F0] = 2，则存在 α1 ∈ C使得 F = F0(α1)，这里 α1 =
√
a1, a1 ∈ Q，因

此 α1 可构造，则 F1 可构造，归纳即得存在上述扩张序列的数必然可构造.
反之设 z ∈ C可被尺规构造，则它只能由如下三种方法得到

1. 两条直线相交.
2. 直线与圆相交.
3. 两圆相交.
并且对应直线/圆方程的系数均在 Q中，因此简单的解析几何计算可知这样的序列是存在的.

推论 4.29

♥

如下三个问题不可被尺规构造解决：
1. 三等分角：将任意角三等分.
2. 倍立方：给定一个立方体，构造一个新立方体，使之体积是原来的两倍.
3. 化圆为方：给定一个圆，构造一个与之面积相等的正方形.

证明
1. 只需举出反例，由于

cos 3θ = 4 cos4 θ − 3 cos θ, (4.187)

取 θ = π/3，则 x0 = cos(θ/3)是 f(x) = 8x3 − 6x− 1 = 0的根，而该多项式不可约，因此 [Q(x0) : Q] = 3，
故不可构造.

2. 这实际上是要作出 3
√
2，但这是不可构造的（扩张次数为 3）.

3. 这实际上要构造
√
π，这不是代数数.

引理 4.25

♥

对于 z ∈ C，如下陈述等价：
1. 存在扩张序列 F0 = Q ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fk，满足 Q(z) ⊂ Fk, [Fi : Fi−1] = 2.
2. 若 E 为mz(x) ∈ Q(x)的分裂域，则 [E : Q]为 2的幂.

证明 2 ⇒ 1：此时设 G = Gal(E/Q)的阶为 2k，则存在子群序列

G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gk = {1}, (4.188)

满足 [G : Gi] = 2i（实际上是 Sylow定理的推论），取 Fi = Fix(Gi)即得满足要求的扩张序列.
1 ⇒ 2：对 k归纳，k = 0, 1是平凡的，设 [Fk : Fk−1] = 2，则存在 αk ∈ Fk使得 Fk = Fk−1(αk), degmαk

= 2.
并且对任意 Ek−1 ⊃ Fk−1，[Ek−1(α) : Ek−1] = 1或2.
设 E0 = F0, E1 = F1，从 α1 开始，若 αk ∈ Ek−1，则 Ek = Ek−1；若不然，则设 G = Gal(Ek−1/E0)以及

f(x) =
∏
σ∈G

σ(mαk
(x)), (4.189)

则 f 在 G下不变，即 f(x) ∈ E0[x]，设 Ek 为 f(x)的分裂域（显然包含 Fk），f(x)根为 β1 = αk, · · · , βm，
degmαk

= 2说明 deg σ(mαk
(x)) = 2，故 [Ek−1(βi) : Ek−1] = 2，进一步

Ek−1 ⊂ Ek−1(β1) ⊂ · · · ⊂ Ek−1(β1, · · · , βm) = Ek, (4.190)

若设 E′
k−1 = Ek−1(β1, · · · , βi−1)，则 Ek−1(β1, · · · , βi) = E′

k−1(βi) = E′
k−1Ek−1(βi)，因此

[Ek−1(β1, · · · , βi) : Ek−1(β1, · · · , βi−1)] = [E′
k−1(βi) : E

′
k−1] (4.191)

⩽ [Ek−1(βi) : Ek−1] (4.192)

= 2, (4.193)

故 [Ek : Ek−1] = 2m，说明 [Ek : Q]为 2的幂，Ek 同时是分裂域说明 Ek/Q为 Galois扩张，因此对任意
z ∈ Ek，mz 在 Ek 中分裂，其分裂域 E ⊂ Ek，故 [E : Q]也为 2的幂.
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定理 4.32 (Gauss)

♥
正 n边形可用尺规构造当且仅当 n = 2kp1 · · · pj，这里 {pi}为不同的 Fermat数.

注 Fermat数定义为 Fk = 22
k

+ 1.
证明 只需考虑单位圆的内接正 n边形，它可构造当且仅当 ζn = e2πi/n可构造，这又当且仅当 degmζn = ϕ(n) =

2k，设唯一分解 n = 2apu1
1 · · · put

t ，则

ϕ(n) = 2a−1
t∏

i=1

(pi − 1)pui−1
i , (4.194)

故 ϕ(n) = 2k 当且仅当 u1 = · · · = ut = 1，且 pi = 2vi + 1，p为素数必有 vi = 2si（否则能被 3整除），即
pi 为 Fermat数.
由于 2 = 22

1

+ 1, 17 = 22
2

+ 1是 Fermat数，因此正五边形，正十七边形都是可尺规作出的.
例 4.3尺规作正五边形 设 a = ζ5 + ζ−1

5 ，则 a, ζ5 分别满足方程

x2 − x− 1 = 0, x2 − ax+ 1 = 0, (4.195)

由此可解得 ζ5，事实上这里考虑了扩张 Q ⊂ Q(ζ5 + ζ−1
5 ) ⊂ Q(ζ5).

例 4.4尺规作正十七边形 设 ζ = ζ17, G = G0 = Gal(Q(ζ)/Q)，则 G ∼= Z16，为了找到想要的扩张序列

Q ⊂ F1 ⊂ F2 ⊂ F3 ⊂ Q(ζ), (4.196)

根据 FTGT，只需找到对应的群序列

G ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ G3 ⊃ {1}, (4.197)

这里 [Fi : Q] = [G : Gi] 说明 |Gi| = 24−i. 设 σ ∈ G, σ(ζ) = ζ3 生成 G，则 Gi = 〈σ2i〉 恰好满足条件，
Fi = Fix(Gi) = Fix({σ2i})，断言

F1 = Q(ζ + ζ2 + ζ4 + ζ8 + ζ−8 + ζ−4 + ζ−2 + ζ−1) = Q(α1), (4.198)

F2 = Q(ζ + ζ4 + ζ−4 + ζ−1) = Q(α2), (4.199)

F3 = Q(ζ + ζ−1) = Q(α3), (4.200)

满足条件，借助原根计算可证断言，最后来计算 ζ 满足的方程，这实际上是在依次计算极小多项式（并且
每个都是二次的），而 α的极小多项式的根都是对应的 Galois共轭元，因此

1. 对于 Q(ζ)/F3，mζ ∈ F3[x]，Gal(Q(ζ)/F3) = G3 = {Id, σ8}，故

mζ(x) = (x− ζ)(x− σ8(ζ)) = (x− ζ)(x− ζ−1) (4.201)

= x2 − (ζ + ζ−1)x+ 1 (4.202)

= x2 − α3x+ 1. (4.203)

2. 对于 F3/F2，mα3
∈ F2[x]，Gal(F3/F2) = G2/G3 = {G3, σ

4G3}，故

mα3
(x) = (x− α3)(x− σ4(α3)) (4.204)

= (x− (ζ + ζ−1))(x− (ζ4 + ζ−4)) (4.205)

= x2 − α2x+ σ(α2), (4.206)

3. 对于 F2/F1，mα2 ∈ F1[x]，Gal(F2/F1) = G1/G2 = {G2, σ
2G2}，故

mα2
(x) = (x− α2)(x− σ2(α2)) (4.207)

= x2 − α1x− 1, (4.208)

4. 对于 F1/Q，mα1 ∈ Q[x]，Gal(F1/Q) = G/G1 = {G1, σG2}，故

mα1
(x) = (x− α1)(x− σ(α1)) (4.209)

= x2 + x− 4, (4.210)
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根据对称性，σ(α2)是 σ(mα2(x)) = x2 − σ(α1)x− 1 = 0的根.综上，计算 ζ 的过程可以总结为如下几步：
1. 解方程 x2 + x− 4 = 0，得到 α1 > 0.
2. 解方程 x2 − α1x− 1 = 0, x2 − σ(α1)x− 1 = 0，分别取两个方程的正根 α2, σ(α2) > 0.
3. 解方程 x2 − α2x+ σ(α2) = 0，得到 α3, σ

4(α3)（注意 α3 > σ4(α3)）.
实际上并不需要解 x2 − α3x+ 1 = 0，因为得到 α3 = ζ + ζ−1 = cos(2π/17)后足以尺规作出正十七边形.计

算可得

cos
2π

17
=

1

4
(α2 +

√
α2
2 − 4σ(α2)) (4.211)

=
1

16

(
√
17− 1 +

√
34− 2

√
17 + 2

√
17 + 3

√
17 +

√
170− 26

√
17− 4

√
34 + 2

√
17

)
. (4.212)

4.5.4 Q上的二次扩张

对于素数 p，F ∗
p 为循环群，它的生成元被称为模 p的原根.根据初等数论有关结论，模 p的原根总是存在的.

进一步，G = F ∗
p 为 ϕ(p) = p− 1阶循环群，因此它有唯一的 p阶子群H，设 π : G→ G/H ∼= Z2为商映射，则

对任意 k ∈ G，定义 χp(k) = (−1)π(k) 为模 p的二次剩余特征.
根据二次剩余理论，模素数 p的二次剩余与非二次剩余恰好各有 (p − 1)/2个，因此上面的群 H 恰好是所

有二次剩余构成的群，即当 k为模 p的二次剩余时 χp(k) = 1，反之 χp(k) = −1.这个记号有时也会用 Legendre
符号表示.

命题 4.16

♠

设 χ = χp 为二次剩余特征，则它有如下性质：
1. χ(jk) = χ(j)χ(k)（即 χ : F ∗

p → {±1}为一个群同态）.
2.
∑p−1

k=1 χ(k) = 0（毕竟二次剩余与非剩余数量相同）.
3. χ(−1) = (−1)(p−1)/2.

定理 4.33

♥

设 E 为 Q上的一个二次扩张，则 E 为 Q和某个分圆域的中间域.特别地
1. Q(

√
−1) = Q(ζ4).

2. Q(
√
2) ⊂ Q(ζ8),Q(

√
−2) ⊂ Q(ζ8).

3. 若素数 p ≡ 1(mod 4)，则 Q(
√
p) ⊂ Q(ζp).

4. 若素数 p ≡ 3(mod 4)，则 Q(
√
−p) ⊂ Q(ζp).

证明 事实上，若 Q(
√
a) ⊂ Q(ζm),Q(

√
b) ⊂ Q(ζn)，则

Q(
√
ab) ⊂ Q(

√
a,
√
b) ⊂ Q(ζm, ζn) ⊂ Q(ζmn), (4.213)

因此只需证明上面的 1,2,3,4，而 1,2是显然的，下面直接证明 3,4.设

Sp =

p−1∑
k=1

χ(k)ζkp , (4.214)

则

S2
p =

p−1∑
k=1

p−1∑
j=1

χ(k)ζkpχ(j)ζ
j
p =

p−1∑
k=1

p−1∑
j=1

χ(kj)ζk+j
p , (4.215)

设 j ≡ km(mod p)，则 χ(kj) = χ(m)，故

S2
p =

p−1∑
k=1

p−1∑
j=1

χ(m)ζk(1+m)
p =

p−1∑
m=1

χ(m)

p−1∑
k=1

(ζ1+m
p )k (4.216)
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= (p− 1)χ(−1)−
p−2∑
m=1

χ(m) (4.217)

= pχ(−1) (4.218)

这里用到了 1 + ζp + · · ·+ ζp−1
p = 0以及

∑p−1
m=1 χ(m) = 0.因此有 Sp =

√
p ∈ Q(ζp)或 Sp =

√
−p ∈ Q(ζp).

证明 证法 2：设G = Gal(Q(ζp)/Q)，其由 σ0生成，σ0(ζp) = ζrp，这里 r为模 p的原根.注意到任何满足 σ0(α) = α

的 α ∈ Q(ζp)实际上在 Q中.而 [Q(ζp) : Q] = p − 1且 Q(ζp)的一组基为 ζp, · · · , ζp−1
p ，因此设 α =

∑p−1
i=1 aiζ

i
p，

则必有 a1 = · · · = ap−1 = a ∈ Q，也即 α = −a.
设

α0 =

(p−1)/2∑
i=1

ζr
2i−2

p , α1 =

(p−1)/2∑
i=1

ζr
2i−1

p , (4.219)

则 α0 + α1 = ζp + · · ·+ ζp−1
p = −1且 σ0(α0) = α1, σ0(α1) = α0，因此 b = α0α1 ∈ Q.下面具体计算 b.展开

后的和式共有 (p− 1)2/4项，每项形如 ζjpζ
k
p，其中 j, k分别为二次剩余与二次非剩余，因此分两种情况讨论.

若 p ≡ 1(mod 4)，则 χ(−j) = χ(j)，这就说明每一项均不为 1，将每一项按照 ζ1p , · · · , ζp−1
p 归并，易得

b = −(p− 1)/4.
若 p ≡ 3(mod 4)，则 χ(−j) = −χ(j)，因此可设 b = (p−1)/2+ b′，这里 b′为剩余（为配对）(p−1)(p−3)/4

项和，仿照上面的思路可知 b′ = −(p− 3)/4，即 b = (p+ 1)/4.
综上可知 (x− α0)(x− α1) = x2 + x+ b ∈ Q[x]，根据 p模 4的不同情形，由求根公式直接得到

{α0, α1} = {(−1±√
p)/2}, p ≡ 1(mod 4), (4.220)

{α0, α1} = {(−1±
√
−p)/2}, p ≡ 3(mod 4), (4.221)

(4.222)

得证.

推论 4.30

♥
设 p为奇素数，则 Q(

√
χp(−1)p)为 Q,Q(ζp)的唯一二次中间域.

证明 G = Gal(Q(ζp)/Q) ∼= Z∗
p−1 包含唯一子群 H 使得 [G : H] = 2.

4.5.5 根多项式

4.5.6 Q上的 Galois扩张

定理 4.34

♥
对任何有限 Galois群 H，存在对应的域扩张 E/Q.

证明 设循环群分解 H = H1 ⊕ · · · ⊕ Hs，其中 |Hi| = mi，取不同的素数 p1, · · · , ps 使得 pi ≡ 1(modmi)，再
令 n0 = 1, ni = p1 · · · pi，则 Q(ζni−1)与 Q(ζpi)为无交扩张，因此 G = Gal(Q(ζns)/Q) = G1 ⊕ · · · ⊕ Gs，这里
Gi

∼= Zpi−1.因此 H 可以视为 G的一个商群，根据 FTGT存在 Q(ζns)/Q的中间域 E 使得 Gal(E/Q) = H .
上面的结论可以回答：何时 Galois扩张 E/Q是分圆域的子域？E/Q为 Abel扩张就是一个合适的条件，而

这是一个著名定理

定理 4.35 (Kronecker-Weber)

♥Q的任何 Abel扩域都是某个分圆域的子域.

证明略.

82



4.5 有理数域上的扩张

定理 4.36

♥
设 f(x) ∈ Q[x]为素数 p次不可约多项式，且有 p− 2个实根.E 为 f(x)的分裂域，则 Gal(E/Q) = Sp.

证明 显然 f 的剩下两个复根相互共轭，设其根 α1, · · · , αp（前两个为共轭复根），设 τ 为复共轭映射，则 τ(α1) =

α2, τ(α2) = α1，对其余有 τ(αi) = αi.

推论 4.31

♥
对任意有限群 G，存在 Q的扩域 E 使得存在子域 B，满足 Gal(E/B) ∼= G.

4.5.7 判别式

定义 4.34 (判别式)

♣

设 f(x) ∈ F [x]为 n次多项式，根为 α1, · · · , αn（在分裂域中），设

δ =
∏
i<j

(αi − αj), ∆ = ∆(f(x)) = δ2, (4.223)

则称 ∆为 f 的判别式.

注
1. δ依赖根的顺序，但 ∆不依赖，仅与 f 有关.
2. 若 f 无重根则 ∆(f(x)) 6= 0.
3. ∆是关于 f 根的对称多项式，因此它是关于 f 系数的多项式，故 ∆ ∈ F，与分裂域 E 的选择无关.
4. ∆必定为 E 中的平方数，但不一定是 F 中的平方数.

引理 4.26

♥

设 f(x) ∈ F [x]不可约，分裂域为 E，Galois群 G = Gal(E/F )，∆为 f 的判别式，则
1. 若 ∆是 F 中的平方数，也即 δ ∈ F，则 G ⊂ An.
2. 若 ∆不是 F 中的平方数，业界 δ /∈ F，则 G 6⊂ An.

证明 若 δ ∈ F，则对任意 σ ∈ G，sign(σ)δ = σ(δ) = δ，因此 sign(σ) = 1，故 G ⊂ An，反之同理.

推论 4.32

♥

设 f(x) ∈ F [x]为三次不可约多项式，G = Gal(E/F )，若∆(f(x)) /∈ F，则G = S3；若∆(f(x)) ∈ F，则
G = A3

∼= Z3.

命题 4.17

♠

设 f(x) ∈ F [x]，∆ = ∆(f(x)).
1. 若 f(x) = x2 + ax+ b，则 ∆ = a2 − 4b.
2. 若 f(x) = x3 + bx+ c，则 ∆ = −4b3 − 27c2.
3. 若 f(x) = x3 + ax2 + bx+ c，则 ∆ = −4a3c+ a2b2 + 18abc− 4b3 − 27c2.

证明
1. 此时 a = −s1 = −(α1 + α2), b = s2 = α1α2，故

∆ = (α1 − α2)
2 (4.224)

= (α1 + α2)
2 − 4α1α2 (4.225)

= a2 − 4b. (4.226)
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2. 此时 b = s2 = α1α2 + α2α3 + α3α1, c = −s3 = −α1α2α3. 注意到 ∆ 为关于 s1, s2, s3 的六次齐次多项
式，或者说关于 b, c 的六次齐次多项式，故设 ∆ = sb3 + tc2，考虑 f(x) = x3 − x, g(x) = x3 − 1 可知
s = −4, t = −27.

3. 换元显然.
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